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VI PREFACE. 

d'Abel et ses imporlauts corollaires sont établis avec toute 
la netteté désirable; des exemples bien cboisis éclairent les 
passages délicats, puis vient un résumé substantiel des pre- 
mières propriétés des polynômes de Legendre et de la série 
bypergéométriquc. Le lecteur est ainsi conduit à la formule 
de Taylor considérée comme la généralisation naturelle du 
développement de Taccroissement de la somme /(.r) d'une 
série entière. Le rôle pratique de la série de Maclaurin est 
assez effacé, des procédés directs dispensant souvent d'y 
recourir; aucun de ceux dont l'emploi est le plus courant 
n'a été omis. 

Le Chapitre l\ traite avec ampleur de la fonction expo- 
nentielle. Aux méthodes ordinaires usitées pour déterminer 

la limite de l'expression ( i -^- - ) ^st préférée, à juste litre, 

celle de M. Darboux. Nous signalerons encore un abrégé 
instructif des propriétés des polynômes de Ilermite, des 
fonctions de Bessel, des nombres et des polynômes de Ber- 
nouUi, puis la belle démonstration de la transcendance de e 
due à MM. Hurwitz et Gordan. La fonction a*^ est définie à 
l'aide de l'exponentielle e*^, à l'inverse de la marche habi- 
tuelle ; on évite ainsi des longueurs à propos de la continuité 
de a^. Euler et, après lui, Cauchy et Abel se sont servis d^* 
la relation fonctionnelle caractéristique de cette transcen- 
dante pour étendre la formule du binôme à un exposant 
irrationnel; la démonstration développée à ce sujc»t nous a 
semblé particulièrement simple. Ajoutons que celte étude 
de a-^ est le préliminaire d'une théorie complète* des loga- 
rithmes qui termine le Chapitre. 

Les fonctions circulaires, introduites au moyen de défi- 
nitions purement algébriques, font l'objet du Chapitre V. 
L'Auteur, s'inspirant des idées émises par M. Tannery dans 
son Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, 
déduit des développements en séries entières de cosj; et de 
f>\x\x toute la Trigonométrie. Il reproduit, pour prouver 
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rirralionalilô de ?:, rinf»V*ni(»iiv procédé donné par Hcrmite 
dans son Cours de la Sorbonne. Les développement en 
produits inlinls, en séries entières ou en séries de fractions 
simples des diflerenles fonctions circulaires sont obtenus 
avec rigueur et facilité. Ln paragraphe spécial renferme 
quelques indications sur les séries trigonométriques et 
Texemple imaginé par Weierstrass d'une fonction continue 
non dérivable. Les fonctions circulaires inverses viennent 
ensuite, puis le calcul de ir. son évaluation approchée, et 
enfin les fonctions hyperboliques généralement un peu né- 
gligées dans les Cours. 

La fonction gamma se rattache étroitement par ses pro- 
priétés à la fonction evponenlieile et aux fonctions circu- 
laires. La considération du produit ïl(x) permet d'en ex- 
poser la théorie sans y faire intervenir la notion d'intégrale, 
grâce à l'emploi constant des séries; les raisonnements 
gagnent par là même en élégance et en uniformité. Dans le 
dernier Chapitre de son Traité, M. Godefroy, se plaçant à 
ce point de vue, établit sans peine les formules de Weier- 
strass, de l^egendre, de (iauss, de Stirling et de Guder- 
mann, ainsi que les développements en séries entières de 
logr(r4-x) et de r(iH-./;). Les démonstrations relatives 
aux séries de Binet et à la fameuse série de Stirling mé- 
ritent d'attirer rattention. Il y a li<Mi de remarquer aussi 
la forme nouvelle sous laquelle est présentée l'étude des 
fondions de Prym et des transcendantes <I>(.x) et W(x), 

Lnfin, de nombreux exercices bien appropriés, et dus 
presque tous à des mathématiciens connus, accompagnent 
chacun des Chapitres. A la suite de ces exercices se trouve 
un petit index bibliographique des plus utiles à consulter. 

11 convient maintenant de mettre en relief certaines des 
qualités distinctives de cet Ouvrage, la correction du sIaIc, 
le choix judicieux des notations, la rigueur irréprochable 
des raisonnements, l'originalité des idées. I^es renseigne- 
ments' histori(pies et l)ibli()gra[)hi(|ues sont très abondants; 
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en jjfonéral, leur exactitude a été contrôlée aux sources 
mêmes; ces références, presque toujours rejetées en note, 
complètent le texte sans l'encombrer. Le souci de la forme 
a été poussé très loin ; ainsi, aucune éf^alité n'est numérotée ; 
les démonstrations se développent sans que Tesprit soit 
astreint à se reporter continuellement en arrière. 

La « Théorie élémentaire des séries » peut être lue sans 
difficulté par toutes les personnes qui possèdent les pre- 
miers principes du Calcul dificrentiel. Il n'y est point parlé 
d'imaginaires, mais il suffirait presque de substituer le terme 
« module » aux mots « valeur absolue » pour obtenir toute 
la généralité possible. Cet Ouvrage essentiellement pratique 
est bien propre à inspirer aux débutants le goût de l'Analyse 
et à leur ouvrir sur certains points des aperçus nouveaux. Il 
comprend, du reste, des matières qui figurent dans les pro- 
grammes de concours et d'examens pour les grandes Écoles 
et les Certificats universitaires. Aussi, rendra-t-il d'incon- 
testables services aux professeurs dans la préparation de 
leur Cours et aux élèves pour le perfectionnement de leurs 
études. Enfin, ceux-là même qui cultivent les Mathématiques 
pour l'unique satisfaction d'un penchant de leur esprit 
trouveront quelque agrément à feuilleter ces pages. 

L. SxUVAGE. 
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LIMITES. 



Nombres rationnels et nombres irrationnels. — La seule notion 
de nombre entier suffit à constituer l'Analyse (*); tous les autres 
nombres peuvent, en effet, être définis comme des groupes de 
nombres entiers, et toutes les opérations auxquelles on les assu- 
jettit comme des combinaisons des nombres entiers qui servent à 
les former. Du concept de nombre entier on déduit d'abord celui 
de nombre fractionnaire. Les nombres entiers et fractionnaires 
sont dits commensurables, ou mieux, rationnels; leur ensemble 
est illimité en grandeur et en petitesse, car on peut toujours trou- 
ver un nombre rationnel supérieur ou inférieur à tout autre nombre 
rationnel si grand ou si petit qu'il soit. 

Les nombres irrationnels s'introduisent enfin de la manière 
suivante: soient deux suites de nombres entiers ou fractionnaires 

a, ai, fls, ..., ak. ..., 
by ^1, ^j, ..., bn, ..., 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants, vérifiant 



(*) « Autrefois, on parlait d^in grand nombre de notions, regardées comme 
primitives, irréductibles et intuitives; telles étaient celles de nombre entier, de 
fraction, de grandeur continue, d*espace, de point, de ligne, de surface, etc. Au- 
jourd'hui une seule subsiste, celle de nombre entier; toutes les autres n*en sont 
<|ue des combinaisons, et à ce prix on atteint la rigueur parfaite ». ( H. Poincark). 
C'est à cette conception purement arithmétique de l'Analyse, dont Weicrstrass fut 
l'initiateur, que Klein a donne le nom d'Arithmetisirung der Mathematik. 
G. I 
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rioégalilé 

èl tels que la diiTérence 

bi^ai 

devienne de plus en plus pelite, quand on prend k de plus en plus 
grand; deux cas peuvent se présenter : ou bien il j a toujours un 
même nombre rationnel compris entre aj^ et bk et il ne peut y en 
avoir qu^un, car s'il y en avait deux, A et B, on aurait 

**— «it>B-A, 

de sorte que la diflerence bk — dk ne serait plus arbitrairement 
petite, ou bien il n'y a jamais un même nombre rationnel compris 
entre a^ et ^a? cl alors on dit que Tensembie présente une lacune 
ou coupure; mais, lorsqu'il en est ainsi, on convient de considérer 
les deux suites comme déHnissant un nouveau nombre appelé 
incommensurable , ou mieux, irrationnel. Les nombres irra- 
tionnels se trouvent donc intercalés dans l'ensemble des nombres 
rationnels pour en combler les coupures (*). On démontre, en 
Arithmétique (*), qu'ils jouissent de toutes les propriétés des 
nombres rationnels, le résultat d'une opération relative à des 
nombres irrationnels étant déGni par la suite des résultats obtenus 
en eflectuant la même opération sur des valeurs rationnelles de 
plus en plus approchées de ces nombres. 

Les nombres rationnels ou irrationnels, positifs et négatifs, sont 
appelés nombres réels; ce sont les seuls que nous considérerons. 
La valeur absolue d'un tel nombre est sa valeur numérique indé- 
pendamment du signe; on la représente ordinairement en mettant 
le nombre entre deux barres verticales. 

Un nombre est algébrique lorsqu'il est racine d'une équation 
algébrique dont le degré et les coefficients sont des nombres en- 
tiers; tout nombre qui n'est pas algébrique est transcendant. 



(») Voir Jules Tanner y. Introduction à ta théorie des /onctions d'une va- 
riabte, p. viii-x et i-43. — Louis Couturat, De t' Infini mathématique, p. 52-68. 
La définition des nombres irrationnels que nous avons donnée est due à Dede- 
KIND {Stetigkeit und irrationale Zahlen). Il en existe d'autres moins simples, 
qui ont été proposées par NVeierstrass, Meray, G. Cantor et Heine. 

(») Voir Jules Tannery, Leçons d'Arithmétique théorique et pratique 
p. :578-433, 
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L'existence des nombres transcendants a été démontrée pour la 
première fois par Lioiiville (*). 

Infiniment petit. — Une variable x a pour limite zéro, ou 
tend vers zéro, quand sa valeur absolue peut devenir et rester 
inférieure à tout nombre positif donné p, si petit qu'il soit, c'est- 
à-dire si la double inégalité 

—p<x<p 

peut être vérifiée, quelque petit que l'on prenne p; on dit alors 
que X est un infiniment petit (^). Une constante très petite n'est 
pas un infiniment petit. 

Lorsqu'on considère simultanément plusieurs infiniment petits, 
on en choisit un auquel on rapporte tous les autres ; cet infiniment 
petit se nomme V infiniment petit principal. 

Un infiniment petit^ est àH ordre n, en désignant par n un nombre 
positif, si son rapport à la puissance /i*'"* de l'infiniment petit 
principal x peut être regardé comme la somme d'une constante 
non nulle \ et d'un infiniment petit e tendant vers zéro en même 
temps que :r, c'est-à-dire, si Ton a 

^ = a:'* ( X -t- e ) ; 

le produit Aj;" est la partie principale de l'infiniment petit y, 

DeuK infiniment petits sont équivalents lorsqu'ils ont même 
partie principale; en particulier, un infiniment petit et sa partie 
principale sont deux infiniment petits équivalents. 

Limite d'une variable. — Une variable x a pour limite un 
nombre fini Xo si la différence x — Xq tend vers zéro, c'est-à-dire 



(*) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, 
l. XVIII, i84'b P' 883-885, 910-91 1, et Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, t. XVI, i8.3i, p. i33-i4a. 

(^) La nolion d'infîniment pelil fut pendant longtemps le sujet d'ardentes con- 
troverses entre les mathématiciens et elle a certainement contribué à propager 
bien des spéculations singulières ou erronées. Elle est cependant loin d'avoir 
l'importance exagérée qu'on lui attribuait jadis; en théorie, il est toujours possible 
de s'en passer. « La considération continuelle des infiniment petits, sous son ap- 
parence facile, le départ à faire entre ceux qui sont négligeables et les autres, etc., 
D'apporté guère à l'esprit que de la fatigue et de rimpalicnoe, au raisonnement, 
que de la faiblesse... ». (Cii. Méuay). 
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si la double inégalité 

— p<ar— x»<? 

peiil être vérifiée, quelque petit que l'on prenne le nombre po- 
sitif a; on exprime alors que x. est la limite de x au mojen de la 

notation 

lim X = X*, 

OH bien en posant 

ar — x,= s, 

le nombre positif ou négatif e éunt compris entre - p et + ? et, 
par suite, ayant zéro pour limite. 

Limite d'une fonction. - Soitjr "»« fonction d'une seule va- 
riable x, on peut distinguer les quatre cas suivants : 

I La fonction y tend vers une limite y» pour x = x, si, » 
désignant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déter- 
miner un nombre positif ? tel que, pour toutes les valeurs de x 
satisfaisant à la double inégalité 

— p<ar — x,<p, 
on ait ^ ^ - 

Ainsi, X variant dans l'intervalle (x.-p, x,+ p), la fonction y 
doit varier dans l'intervalle (^o — »i ^o + <^)- 

Quand on choisit pour <t des nombres de plus en plus petits, ou 
bien les valeurs correspondantes trouvées pourp deviennent de plus 
en plus petites, ou bien elles ne tendent pas vers zéro en même 
temps que », et elle* restent alors toujours supérieures à un certain 
nombre positif déterminé p. ; mais, la différence^ -^, étant com- 
prise entre — a et -f- », si petit que soit », pour toutes les valeurs 
de X intérieures à l'intervalle (x,- po, ^o+ po), elle sera néces- 
sairement comprise entre — tr et + «r, pour toutes les valeurs de x 
intérieures à l'intervalle (x,- p, x.^ p), en prenant p inférieur 
à p, et aussi petit que l'on veut; dans les deux cas les différences 
X — Xo ely — Jo tendent donc simultanément vers zéro. 

On dit que la fonction y tend vers la limite à droite ou la 
limite Cl gauche yo pour x = x, suivant que l'on a 
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seulement pour les valeurs de x satisfaisant à l'une ou à l'autre 
des doubles inégalités 

o<a?— ,ro<p, — p<^ — a:o<o. 

II. La /onction y tend va^s la limite yo pour x = zhoo si, t 
désignant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déter- 
miner un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x 
satisfaisant à Tune ou à l'autre des inégalités 

a:> -* T< , 

P P 

on ait 

dans le premier cas ^^ = ^^0 pour j; = + oo, et dans le second 
y=yQ pour x == — oo. Ces inégalités signifient que, x variant 

dans l'intervalle (-,4-ooj ou dans l'inlervalle ( , — ooj, la 

fonction y doit varier dans l'intervalle {yo — o", J^o + o"). 

Lorsqu'on adopte pour <t des nombres de plus en plus petits, ou 
bien les valeurs correspondantes trouvées pour p deviennent de 
plus en plus petites, ou bien elles ne tendent pas vers zéro en 
même temps que 7, et elles restent alors toujours supérieures à un 
certain nombre positif déterminé po; mais, la différences^ — y^i 
étant comprise entre — o- et -j- o-, si petit que soit cr, pour toutes 

les valeurs de x supérieures à — ou inférieures à , elle sera 

'^ po Po ' 

nécessairement comprise entre — o- et + 9-, pour toutes les valeurs 

de X supérieures à - ou inférieures à , en prenant p intérieur 

à po et aussi petit que l'on veut; dans les deux cas la différence 
y — yo tend donc vers zéro quand a: croît ou décroît indéfiniment. 

III. La fonction y devient in/inie pour x = Xq si, o* désignant 
un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x satisfaisant 

à la double inégalité 

— p<j7— a:o< p, 
on ait 

>'>-^ ou j'<-^; 
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dans le premier cas, y = -\-co pour x = Xq^ et dans le second, 
y ^= — 00 pour x=zXfi. Ces inégalités ei^priment que, x variant 
dans l'intervalle (.ro — p, ^o + ?)) 'a fonction j^ doit varier dans 

rintervalle (-t +qoJ ou dans Tintervalle ( 9 — 00 j. 

On dit que la fonction y devient infinie à droite ou infinie à 
gauche pour x = Xq suivant qiie l'on a 

j> - ou y < , 

seulement pour les valeurs de:r satisfaisant à l'une ou à Tautre des 
doubles inégalités 

o<a? — a:o<p, — p<a: — a:o<o. 

IV. La fonction y devient infinie pour :r = ±: 00 si, cr dési- 
gnant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer 
un nombre positif p tel que l'un ou l'autre des quatre systèmes 
d'inégalités 

P P P P 

(J (X (X (X 

soit vérifié; dans le premier cas, j^ = -ha> pour a: = -|-oo, dans le 
second y=^ — 00 pour j? = -f- 00, dans le troisième ^ = -f- 00 pour 
x = — oc, et dans le quatrième j^ = — oo pour x =z — 00. 

Les définitions précédentes s'étendent sans difficulté aux fonc- 
tions de plusieurs variables, en répétant pour chacune des variables 
les conditions énoncées dans le cas d'une seule. 

Enfin, on démontre en Algèbre que, si deux fonctions ont 
des limites, leur somme, leur diflerence, leur produit et leur quo- 
tient ont aussi des limites respectivement égales à la somme, à la 
difl'érence, au produit et au quotient des limites des fonctions. De 
même, si une fonction a une limite, une puissance rationnelle de 
cette fonction a une limite égale à la puissance correspondante de 
la limite de la fonction. 

Lorsque les termes d'une somme tendent chacun vers une limite 
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quand leur nombre augmente indéGniment, la somme n^a pas né- 
cessairement pour limite la somme des limites des termes. Ainsi, 

la somme 

I I I 

- H h. ..H- -» 

n n n 

dont le nombre des termes est égal à /i, ne devient pas nulle pour 
/i = 00, puisqu'elle est constamment égale à Tunité. 

Variante. — On appelle variante une fonction X,i d'un entier 
positif variable n qui est dit V indice de la variante (* ). 

La variante X« tend vers une limite X pour /i = oo si, o* dési- 
gnant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer 
un entier m tel que, à partir de /i = m, on ait 

— or <X„— X<<J. 

Lorsque la diflférence bk — ^a de deux variantes bk et a^ tend 
vers zéro pour ^ = 00, la variante 6^, supposée non croissante, 
restant toujours supérieure à la variante a^, supposée non décrois- 
sante, un même nombre rationnel ou irrationnel Xq est toujours 
compris entre «^ et bk] ce nombre Xq est la limite commune des 
deux variantes. En efiet^ 0- désignant un nombre positif arbitrai- 
rement petit, on peut déterminer un entier m tel que, à partir de 

k = m, on ait 

— a <bk—ak<<3, 

mais, Xo étant toujours compris entre a^ et bky on en déduit 

Inégalités qui expriment que Xo est la limite commune des variantes 
Uk et bk' On voit, d'après cette remarque, comment la notion de 
nombre irrationnel se rattache à celle de limite. 

Théorème. — Si une variante X,| croit avec son indice, en 
restant toujours inférieure à une constante, elle a une limite 
inférieure ou au plus égale à ce nombre ; de même, si une va- 
riante X« décroît quand son indice augmente, en restant tou- 
jours supérieure à une constante, elle a une limite supérieure 
ou au moins égale à ce nombre, 

(') La DoLion de variaole est duc à Mcruy {Nouveau Précis d'Analjse injini- 
lésiniale, p. i). 
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Soient a TuDe des valeurs de la varlanle X;, et b une constante 
qui lui reste toujours supérieure; si Ton partage Tintervalle (a, b) 

en m parties égales à » parmi les moyens de la suite crois- 
sante 

b — a h — a , 



-y a-\-'Z 



ni m 



il y en a nécessairement deux consécutifs : 

h — a , , ^b — a 
ai = a-^p f 61 = «-!-(/? H- i) -, 

entre lesquels la variante reste comprise dès qu'elle dépasse une 
certaine valeur et tels que l'on ait 

a^ai< b\%, bj 

b — a 

«1 — «1= ; ' 

m 

en opérant de même sur l'intervalle (ai, 6|), on obtient encore 
deux moyens consécutifs : 

bi — ai ' . .bi — oi 

«i=«i-+-/?i — - — y ^t =ai-f- (/>!-+- i) — ——9 

entre lesquels la variante reste comprise dès qu'elle dépasse une 
valeur déterminée et tels que l'on ait 

b-a 



bt — at — 



I* ' 



si Ton continue de la même manière, on forme deux suites de 

nombres : 

a, ai, a,, ..., a^, ..., 

b, bu bi, .... 6a, ..., 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants tels que 
l'on ait 

aK<bk, 
. b-^a 

la différence b^ — a^ tendant vers zéro lorsque k augmente indéfi- 
niment, les deux suites ont une limite commune X; ce nombre X 
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est la limite de X». En e({et, à partir d'une certaine valeur de n, 
on a 

d'où 

ak— X < X,4— X < 6a — X, 

par suite, si l'on remplace X dans le premier membre par 6a = X 
et dans le second par a^^X, on obtient, à plus forte raison, 

— a<Xrt— X<(J, 

en désignant par (t la différence b/ç — a^ qui est aussi petite que 
l'on veut; la variante X^ a donc bien une limite X inférieure ou 
au plus égale à b. 

On démontrerait de même que si une variante décroît quand son 
indice augmente, mais reste toujours supérieure à une constante, 
elle a une limite supérieure ou au moins égale à ce nombre. 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qi£une variante X« ait une limite^ lorsque son indice devient 
infini, est que y <j désignant un nombre positif arbitrairement 
petit, on puisse déterminer un entier m tel que la double iné- 
galité 

— ff < X„^-p — Xrt < (J 

soit vérifiée, à partir de n=zm^ pour toute valeur entière et 
positive de p. 

I. La condition est nécessaire. — En effet, si la variante X« 
tend vers une limite X pour /i = oo, quelque petit que l'on prenne 
un nombre positif ?, on peut déterminer un entier m tel que, à 
partir de /i = m, on ait 

— (j < X — X« < (j, 

et, à plus forte raison, quel que soit l'entier/?, 

— (j<X„+p— X< j, 
d'où 

— aa < X«^p— X«< 2ff, 

la condition est donc bien nécessaire. 

II. La condition est suffisante. — En effet si, o- désignant 
lin nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
même entier m tel que, pour toute valeur entière et positive de/?. 
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la double inégalilé 

soit vérifiée a partir de n=m, alors, il existe des entiers /?i|, 
m-j, .-., ni/i, qu'on peut d'ailleurs toujours supposer croissants, 
tels que, pour des valeurs o-i , o-j, . . . , o-^ de o* de plus en plus pe- 
tites, on ait 

X/n, — 't <C X/Wi-f-y, ■< X/n, -+- 0| , 
X/Wj — ^i<C X/n,4-;» <I X///,-f- «Ij, 



X»n — ffjt < X,„^_^.^, < X,rt^ -h ffx- ; 



l'indice p étant arbitraire par hypothèse, la première de ces 
doubles inégalités a lieu pour les valeurs m^, mi-\- i ^ ..., m^, 
mj^-{- I, . . ., de /i; de même, la seconde a lieu pour les valeurs 
/?Î2» /?22-i- I, . . ., niAy wa-H i, . . ., de /i, et ainsi de suite; comme 
nifs est supérieur à //Zi, m2, ..., /wa-i, il en résulte que, à partir 
de nz=zmf(y la variante X,i resle supérieure à tous les premiers 
membres et inférieure à tous les seconds membres. Soient a;t le 
plus grand des nombres 

et b/( le plus petit des nombres 

lorsque A" augmente, a^ ne peut varier qu'en croissant et 6;^ qu'en 
décroissant; d'autre part, si dans la différence bf( — a^ on remplace 
b/( par X,„^ + 0"* = 6a et a^ par X;„^ — (ta S «a, on voit que cette dif- 
férence est inférieure ou au plus égale à 2 0'a; par suite, en don- 
nant à k les valeurs successives i, 2, . . . , on obtient deux suites 
de nombres 

«Il «î, ..., «A, .-M 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants tels que 
Ton ait 

aA<^A, 

la différence &a — ^a tendant vers zéro pour A* = x, les deuîi 



I. — LIMITES. II 

suites ont une limite commune X; ce nombre X est la limite 
de X„. En effet, à partir de /i = niky on a 

d'où 

aA-X<X«-X<Zu-X, 

par suile, en remplaçant X dans le premier membre par 6a^X et 
dans le second par a^^X, on obtient, à plus forte raison, 

— 2JA<X|,— X<2<JA., 

inégalités qui expriment que X/^ a pour limite X; la condition 
énoncée est donc suffisante. 

Le théorème précédent, d'une très grande importance théo- 
rique, a été découvert en 1817 parBolzano (*), géomètre dont les 
travaux à la fois profonds et curieux sont restés longtemps igno- 
rés; quelques années plus tard, Cauchy l'énonça dans son Cours 
d^ Analyse de V Ecole royale polytechnique (^). 

Théorème. — Si la différence X«+, — X„ de deux valeurs 

successives dUiné variante X« tend vers une limite pour /i = 00, 

X 

ie rapport — tend vers la même limite. 

En effet, a- désignant un nombre positif arbitrairement petit, 
si X est la limite de X„+i — X,i, on peut déterminer un entier m 
tel que, à partir de n = /n, on ait 

X — Œ<X„H_i--Xrt< X-ha, 

et Ton peut écrire 

X — ff < X,„+, — X,„ < X -+- (j, 

X — <X < X„|^j — X,;,^-I < X -f- ff, 



d'où 

/?(X — <t)< X,„^^— X,;, </>(X h- çj), 



(*) Voir : Mathematische Annalen, t. XVIII, 1881, p. aSô-a-g. 
(^) Œuvres complètes, 2* série, t. III, p. ii5-ii(>. 



la 


TIIEOB 


ou encore 






^ m-hp 




ni-hp 




^m-t-p 
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m-i-p '\ m-hp/ 

m -\- p in-\-p ^\ m-\-pl' 

lorsque p augmente indéfiniment, les seconds membres de ces 
inégalités ont respectivement pour limites X — <t et X + o-, on 
peut donc déterminer un même entier k tel que, à partir de 
p=z k^ on ait 

\ m -\- p I m-\- p 

' \ nt-^pj ni-hp' 

il en résulte que, à partir de n = m-h k, on a 

Y 

X — 2CI< ^-^ <X-+-2CJ, 

X 

inégalités qui expriment que — a pour limite X, 

Le théorème précédent est dû à Cauchy (l); il est susceptible 
de généralisation. 

Théorème. — Si une variante X,, tend vers une limite pour 
71 = 00, le rapport 

X,H-X,-4-...+ X« 



tend vers la même limite. 

Soit 

S«=Xi4-X,-h...+ X„; 

lorsque n augmente indéfiniment, la difTérence 

S/t-»-! — S/i == \n+i 

S 
ajant une limite, d'après le théorème précédent Texpression — ^ 



(*) Cours d'Analyse de l'École royale polytechnique [Œuvres complètes, 
2« série, t. III, p. 54-58 et p. 6a-63). 



\ 
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tend vers la même limite; le rapport 

n 
a donc bien, pour n=zo^ une limite égale à celle de X». 

Théorème. — Si le rapport —^ de deux valeurs successives 
d'une variante positive X^ tend vers une limite pour n = oo, le 
radical \/X,i tend vers la même limite. 

En effet, <t désignant un nombre positif arbitrairement petit, 
si A est la limite de ^-—^ > on peut déterminer un entier m telque, 
à partir de /i = m, on ait 

et l'on peut écrire 

» 



d'où 



ou encore 









lorsque /7 augmente indéfiniment, les membres extrêmes de cette 
double inégalité ont respectivement pouy limites X — o* et X + a-, 
on peut donc déterminer un même entier k tel que, à partir de 
p = A*, on ait 



X_.,<(X_ar^^ 



ff/' 



OT4-fl/ V 

V (A -+-!/«' 
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il en résulte que, à partir de /i = m -+- A, on a 

X — 2 <T < v/X,4 < X -4- 2 (J, 

inégalités exprimant que [/Xii a X pour limite. ' 

Ce théorème a été donné par Cauch}' (*); sa réciproque n'est 
pas exacte, ainsi qu*on le verra plus loin à propos des séries 
(p. 35). 

Application. — Limite du radical '\J n pour /i = oo. — Le 

rapport 

n -H! I 

= IH- - 

n n 

tend vers Funité pour /i=:oo; il en est donc de même du ra- 
dical \//i. 

Puissance irrationnelle d'un nombre positif. — Soient a un 
nombre positif supérieur à l'unité et x un nombre irrationnel po- 
sitif; on peut regarder ce nombre comme la limite d'une variante 
rationnelle croissante OT/,; alors, si A est la valeur de a^ corres- 
pondant à une valeur approchée de x par excès, la variante a^*, 
restant toujours inférieure à A et croissant avec n, a nécessaire- 
ment une limite X, de sorte que, a désignant un nombre positif 
arbitrairement petit, on peut déterminer un entier m tel que, à 
partir de n = /w, on ait 

— a < a-^» — X < (j. 

Cette limite \ ne change pas quelle que soit la variante qui dé- 
finisse x\ en effet, soit^« une autre variante positive croissante 
ajant aussi x pour limite, la différence yn — Xn tend vers zéro, 
et si petit que l'on choisisse un nombre rationnel positif o, on 
peut prendre n suffisamment grand pour que, à partir de n = m, 
la double inégalité 

soit vérifiée, d'où 

a*«(a-P— i) <ia^'*—a''*< a^ni^a?-' i), 



(') Cours d'Analyse de V École royale polytechnique {Œuvres complètes, 
2" série, t. 111, p. 5S-ÙJ et p. Gj-ô'*). 
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et, à plus forte raison, 

— A(aP— i) <aJ'»— a*«< A(a? — i); 

or, la drfference aP — i tend vers zéro avec p; par suite, on peut 
choisir p assez petit pour que Ton ait 

A(a?-i)<cj; 

la double inégalité précédente devient alors 

— (j < aïn — a^n < (j, 

et ajoutée à la suivante 

— (j < a*» — À < cj, 

elle donne 

— 2 ?T < aYn — X < '2 (J ; 

on en conclut que a^"» a également pour limite X. On arriverait au 
même résultat en supposant a inférieur à l'unité. C'est la limite A, 
indépendante de la loi suivant laquelle varient les nombres ra- 
tionnels qui définissent x^ que l'on représente par a^\ la notion 
de puissance irrationnelle d'un nombre positif se trouve ainsi 
établie d'une manière précise. 

Continuité. 

Continuité d'une variable indépendante. — Une variable indé- 
pendante X est conliniie dans un intervalle (a, b) lorsque, 
croissant toujours de a jusqu'à 6, elle passe successivement par 
toutes les valeurs rationnelles ou irrationnelles comprises entre a 
et 6, en ne prenant chacune de ces valeurs qu'une fois; nous sup- 
poserons toujours la variable indépendante continue dans l'inter- 
valle où elle varie. 

Continuité d'une fonction. — Une fonction f{x) est continue 
pour a: = ;ro si elle a pour limite f{oc^) pour ^ = j-^ ; soit alors or 
un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant la 

double inégalité 

— p <a7 — a-o< p, 
on ait 

-cr</(.r)-/(.r,)<^. 



lU THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES. 

La définition de Ja continuité se trouve, par suite, renfermée 
tout entière dans l'égalité 

la possibilité de permuter les symboles lim et /est donc caracté- 
ristique de la fonction continue ('). 

On désigne souvent, d'après Lejeii ne Dirichlet(^), ps^r /(xo-\-o) 
et par/(j;o — o) la limite à droite et la limite à gauche de /(x) 
pour X = Xo; alors /(^) est continue pour x = ^o» si Ton a 

f{To-ho)=/(Xo), /(aro— o) =/(xo). 

La fonction /{x) est continue à droite ou continue à gauche 
pour x=^Xo suivant que Tune ou l'autre seulement de ces égalités 
est vérifiée. 

Une fonction /{x) est discontinue pour x = Xo lorsqu'elle 
n'est pas continue pour cette valeur de la variable, ce qui peut 
arriver quand pour x = Xo elle devient infinie, ou indéterminée, 
ou eucore tend vers des limites différentes suivant que l'accrois- 
sement X — Xo devient nul par valeurs positives ou par valeurs 
négatives, c'est-à-dire si les limites 

/(aroH-o), /(aro— o) 
ne sont pas égales. Soit, par exemple, la fonction numérique 

considérée pour la première fois par Legendre ('), le symbole 
E{x)j qui s'énonce entier de x^ représentant le plus grand entier 
contenu dans la variable x supposée toujours positive; lorsque x 
varie deoài,onaj^=:o; lorsque x varie de i à 2, on a j^ = i et 
ainsi de suite. Cette fonction est discontinue pour toute valeur 
entière n de la variable ; en effet 

E(7i — o) = /i — I, E(n) = /i, E(/n-o) = n. 

La fonction E(^) présente un certain intérêt théorique, car elle 
permet de construire des fonctions jouissant, de propriétés singu- 



(») Ernesto Cesàiio, Corso di Anatisi algebrica, p. ig'i. 
( = ) G. Lejeune Dirichlet's Werkc, t. I, p. i5(î. 
(') Théorie des nombres, 3* édition^ t. I, p. 10. 
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lières; si Ton considère, par exemple, la fooetion 



I 



on voit que celle fonction est égale à - pour toule valeur non nulle 

de X el égale à o pour :r = o, elle est, par suile, finie pour toules 
les valeurs de x appartenanl à l'inlervalle (o,i) et cej)endani elle 
n'est pas limitée supérieurement dans cet intervalle; car, quelque 
grand que l'on prenne un nombre A, on peut donner à x une va- 
leur assez petite pour que j^ surpasse A. Celle fonction n'est pas 
continue pour j: = o. 

On dit qu'une fonction /(a:) est continue dans un intervalle 
(a, b) quand elle est continue pour toutes les valeurs de x inté- 
rieures à cet intervalle et que de plus elle est au moins continue à 
droite pour x = a el continue à gauche pour x = b. 

Enfin, une fonction f{x) est continue dans le voisinage 
de la valeur Xq de x lorsqu'elle est continue dans l'inlervalle 
(^0 — p> ^0"+-?)» quelque petit que l'on prenne le nombre positif p. 

En résumé et d'une manière générale, une fonction /(x) est 
continue si l'accroissement de la fonction tend vers zéro en même 
lemps que Taccroissement de la variable. 

Théorème. — Une /onction /(x) continue dans un intervalle 
(a, b) s'annule au moins pour une valeur de x comprise dans 
cet intervalle, sif{a) et f{b) sont de signes contraires. 

Les nombres /(rt) et /( 6) étant de signes contraires, soient pour 
préciser 

/(«)<o, /(^)>o; 

si l'on partage l'intervalle (a, b) en m parties égales à > parmi 

les moyens de la suite croissante 

b — a h — a , 

a, a-\ » a -h s>. » . . . , o, 

m m 

OU bien il y en a un qui annulc/(a*), ou bien il y en a deux néces- 
G. 1 
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saiiemenl consécutifs : 

b — a , , ^ b — a 
ai = a-{-p > ôj = a -+-(/> -h ï) y 

tels que Ton ait 

/(«i)<o, AbO>o. 

a'ia,<b^<b, 
, b — a 

en opérant de même sur Tintervalle («i, è,), dans le cas où aucun 
des nouveaux raojens ainsi obtenus n'annule f{x)^ il y en a 
encore deux consécutifs ; 

b\ — a\ . . . bi — ai 

a, = a, -h/?, — -— , />, = a, -h (/?, -h i) — ^p- , 

tels que l'on ait 

/(ai)<o, Abi)>o, 

a 1 a, 1 «2 < 62 1 ^1 ^ 6, 

, b — a 

Oi— ai= — ; 

si l'on continue de la même manière, ou bien on trouve un nombre 
qui annule /(^), ou bien on forme deux suites dé nombres 

b,bi, ^t, ..., ^x, ..., 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants tels que 

Ton ait 

/(«a)<o, /(6x.)>o, 

(n<bA 

. b — a 

bfc— «A = „ /■ ; 

la différence bk — «a tendant vers zéro lorsque k augmente indé- 
finiment, les deux suites ont une limite commune .ro, et comme :c„ 
appartient à l'intervalle («, fc), la fonction /(:r) est continue pour 
a? = .ro; par suite, f{ctk) a pour limite /(^Tq), mais /(cik) est 
toujours négative, sa limite /(j'o) est donc négative ou nulle; de 
même /(6a) a pour limite /(xo) et puisque f{b/ç) est toujours 
positive, sa limite /(.^o) est positive ou nulle. Or, le nombre 
déterminé /{xq) ne peut êlre à la fois positif et négatif, il en 
résulte qu'il est nul. 
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Une fonction continue s'annule donc en changeant de signe. 
Cette propriété, longtemps considérée comme évidente, a été dé- 
montrée pour la première fois d'une manière rigoureuse par Cau- 
cliy dans une Note de son Cours d^ Analyse de C École royale 
polytechnique (*). 

Théorème. — Une fonction fi^x) continue dans un intervalle 
(rt, b) passe par toutes les valeurs comprises entre f [a) et/[b) 
lorsque x varie de a à b. 

En effet, soit y^ un nombre déterminé quelconque compris 
entre/(a)et/(6); si Ton considère la fonction o{x) =zf{x) — y^, 
elle est continue dans rinlervalle (a, 6), et de plus les nombres 

9(a)=/(a)-^o, ^{b)=f{b)-yç, 

sont de signes contraires puisque yo est compris entre /(«) et 
f{b)\ il exisie donc, d'après le théorème précédent, au moins 
une valeur j:*o de x intérieure à l'intervalle (a, b) telle que l'on 
ait ^{xq) = o, c'est-à-dire 

/(^o) = r». 

La réciproque n'est pas exacte; une fonction susceptible de 
varier d'une valeur à une autre, en passant par toutes les valeurs 
intermédiaires, n'est pas nécessairement continue. Il existe, en 
eiïet, des fonctions discontinues qui remplissent cette condition. 
La propriété qui vient d'être établie n'est donc pas caractéristique 
des fonctions continues comme on le croyait jadis (-). 

Fonction dérivable. Dérivée et différentielle. — Une fonction 
f{x) est dérivable pour x = Xq si le rapport 

X Xa 



(•) Œuvres complètes, a" série, t. III, p. 378-380. Cette Note, observe Dar- 
boux, est extrêmement remarquable, surtout si l'on se reporte à l'époque où elle 
a clé écrite. 

(-) Voir G. Darboux, Mémoire sur les fonctions discontinues^ dans les 
Annales scientifiques de l'École normale supérieure, 2" série, t. IV, 1875, 
p. 109. 
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a une limiieX pour x = Xq] soit alors o- un nombre posilif arbi- 
trairement petit, on peut déterminer un nombre posilif p tel que, 
pour toutes les valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— p<:x — xo<p, 

on ait 

.r — Xq 

Celle limite X est la dérivée de f{x) pour x = x^» 

Une fonction /(j:) est dérivable à droite ou dérivable à gauche 
pour X = Xq suivant que le rapport des accroissements n'a qu'une 
limile à droite ou qu'une limite à gauche pour x = Xq; celle li- 
mile est dite la dérivée à droite on la dérivée à gauche de /(x) 
pourx = Xo- 

Une fonction y =f(x) est dérivable dahs un intervalle (a, b) 
quand elle est dérivable pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et 6 et que, en outre, elle admet au moins une dérivée à 
droile pour x = a et une dérivée à gauche pour x =2 b. Lorsqu'il 
en est ainsi, l'ensemble des dérivées <ie/{x) dans Tintervalle («, b) 
constitue une fonction de x que l'on représente par y' ouy^(2r); 
celle fonction est la dérivée de /(x) dans l'intervalle (a, b). Si 
l'on appelle alors Ak raccroîssement de la fonction ^' correspon- 
dant à un accroissement ^x de la variable x, on peut poser 

le nombre positif ou négatif e tendant vers zéro en même temps 
que Ax. 

La différentielle (') d'une fonction dérivable y=/[x) est le 
produit de la dérivée de cette fonction par l'accroissement infini- 
ment petit de la variable dx] on la désigne par dy ou d/^ de sorte 
que 

il résulte de là que la dérivée d'une fonclion j' =/(j:) peut être 



(') La notion de difl*érentielle esl, au point de vue de la théorie pure, absolu- 
ment superflue. C'est, du moins, l'opinion des analystes contemporains et entin; 

autres de liarnack. Slolz, I*uincaré Aussi bien, d'AIembcrt avail déjà émis 

la mtMnc idée. 
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représentée par le quolient 

dy 

c'est la notation différentielle de la dérivée inventée par Leibniz; 
on en fait constamment usage en Analyse. Les symboles v' ou 
f'{x) et DxjKj ^"c 'on emploie souvent aussi, sont dus : les deux 
premiers à Lagrange et le troisième à Cauchj. 

La différentielle est la partie principale de V accroissement 
de la fonction correspondant à un accroissement infiniment 
petit de la variable. 

En effet, 

\y = (v'-4-£)Ax; 

en désignant par djc l'accroissement ^x supposé infîniment petit, 
la partie principale de ly est donc bien 

dy =y'dx. 

Théorème. — Une/onction déri\able dans un intervalle {a, b) 
est continue dans cet intervalle. 

En effet, soient x et ^o deux valeurs de la variable intérieures à 
l'intervalle (a, 6), et a la dérivée de la fonction /(a:) pour j: = :ro; 

on a 

/(:r) —/(xo) = ( X — aro)(X H- £); 

quand x tend vers Xq, la variable £ devenant nulle, il existe néces- 
sairement une constante positive a à laquelle elle reste toujours 
inférieure en valeur absolue; par conséquent, jî étant la valeur 
absolue de X, si t désigne un nombre positif arbitrairement petit, 
il suffit de déterminer un nombre positif p par la condition 

^ -^ a4-?' 

pour que, x vérifiant la double inégalité 

- p<x — Xo<p, 
on ait 

-c7</(.r)-/(:ro)<cr, 

la fonction /{x) est donc continue pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et 6; de même, on déduit de ce qu'elle est déri- 
vable dans cet intervalle 

/(a + o) = /(a), /(6 - o) =/(b), 

par suite la fonction /(.r) est continue dans rintervalle (a\ b). 
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Ainsi, pour démonlrcr qu'une fonclion est continue, il suffit 
d'établir qu'elle est dérivable. 

Toute fonction dérivable est continue, mais toule fonction con- 
tinue n'est pas dérivable. En effet, mal*,n'é les lenlalives faites par 
Ampère (*), Duhamel (-), Lamarle (•^), Gilbert (*), les travaux 
des analystes allemands et notamment de Riemann (•"*), de 
Ilankcl (°), de Weierstrass (•) et de Scliwarz (*) ont établi d'une 
manière irréfutable (jue certaines fonctions définies par des séries 
uniformément convergentes sont dépourvues de dJ^rivées. On peut 
se reporter pour l'étude détaillée de celle qucslion au brillant 
exposé qui en a été fait par Darboux dans son Mémoire sur les 
fonctions discontin ues {'-♦). 



EXERCICES. 



. expression 



\l a -\- \a -h ^a 



(»ù a désigne un nombre positif, tend vers une limite; calculer celte li- 
mite. 

Jxcoi'Es Bernoilu. 

9," Soient a et ^ deux nombres positifs, si l'on pose 

a - h ,-- 

it\ — — — , i>\ — \ <((*. 

fti^hi - - 



(') Journal de l'École polytechnique ^ iZ* cahier, 1806, p. i\%. 

(-) Éléments de Calcul infinitésimal, éd. J. BcrirHnd, t. I, p. gS-ioS. 

{^ ) Mémoires de l'Académie royale des Sciences, des Lettres et des Beaux- 
yirts de Belgique, in-'i", t. XXIX, i855. 

(*) Mémoires couronnés et autres Mémoires publiés par l'Académie royale 
des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique, in-8"», l. XXIII, 1873. 

(^) Œuvres mathématiques, trad. L. Laugcl, p. aiVj^Q. 

i^) Mathematische Annalen-, t. XX, iSS?, p. 63-ii2. 

{'■ ) Mathematische Werke, t. II, p. 71-7^ et aaS-aSo. 

(^) Archives des Sciences physiques et naturelles, t. XLVIII, 1878, p. 33-38. 

{^) Annales scientifiques de r École normale supérieure, 2" série, t. IV, 
187'^, p. 57-112. 
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faîre voir que les nombres a« et bn ont une limite commune pour n = -xi. 
Celte limite s'appelle la moyenne arithmético-géométriq ue des nombres 
a et b. 



Gauss. 



3" Soit Un le terme de rang n -¥-\ de la suite 

o, I, I. -i, 3, 5, 8, i3, ...; 
établir la relation 

Un-<iUn-^\— u\={—\)"y 

et chercher la limite du rapport 



Un 



Albert Girard. 



4" Quelle est la limite de l'expression 



\/'- 



/( /7i -h I ) ( m -f- '2 ). . . ( /n -+- n) 
' \,'xZ...n 



pour n = yo: 

Ghrystal. 

5" Que devient le radical 

y/ 1 . 2 . 3 . . . n 



pour /i = oc? 



Gauchy. 



6° Soient a„ et 6,; deux variantes qui tendent vers zéro pour n = » et 
dont la seconde est constamment décroissante, si le rapport -j^ r^^ 

bn— bn-^y 

a une limite quand n augmente indéfiniment, le rapport y-^ a la même 

limite. 

Cesàro. 

7" Démontrer que la fonction suivante 

o{x) = E{x) -h ^x — E(x) 
est continue pour toute valeur de a? et vérifie la relation 

o{x)'^ X-{- -' 
4 

ScHWARZ. 

8" Quelle est la forme générale d'une fonction continue f{x) telle que, 
pour deux valeurs quelconques de la variable a et 6, on ait 

/(a \b)^.f{a)+f{b). 

Gaichv. 
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Q** La fonction 

J7 — E(J?) 

est-elle dérivable ? 

Weierstrass. 

lo'* Soit(p(a:) une fonction de la variable réelle x^ continue pour toute 
valeur de cette variable. On suppose que la valeur absolue de la dérivée 
^'(^) est, pour toute valeur de a:, moindre qu'un nombre k inférieur à 
l'unité : 

a. Montrer que l'équation 

X — <p(^) = o 

a une et une seule racine réelle a; 

b. On forme la suite 

J7, = «p(j?o), arj=cp(j7,), ..., Xn = ^{xn-\\ 

où Xfi est une quantité réelle arbitrairement choisie. Montrer que Xn tend 
vers la racine a quand n devient infini. 

Concours général de Mathématiques spéciales. 
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IL 

SÉRIES A TERMES CONSTANTS. 



Une série est une suite illimitée de nombres se succédant 
diaprés une loi déterminée; ces nombres sont les termes de la 
série, on les représente par e/,, Wo» • • •> w„. . . ; le lerme Un se 
nomme le terme général. On désigne par S,, la somme des n 
premiers termes, de sorte que 



ce que Ton écrit aussi 



5,,= ^//^ 



C'est Newton qui le premier reconnut l'importance de la mé- 
thode des séries comme instrument d'investigation mathématique. 
Il en réunit les principaux résultats en 1669 dans un opuscule 
intitulé Analysis per aequationes numéro terminorum inji- 
nitas ( * ). 

Série convergente. — Une série est convergente si la somme 
de ses n premiers termes S„ tend vers une limite S, quand n devient 
infini, cette limite s'appelle la somme de la série; soit alors a un 
nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un entier 
m tel que, à partir de n=z m^ on ait 

— j< S„— S < j; 
la différence S — S„ est le reste K,| limité au /?'*•"*• terme ; il tend vers 



(') Ncwion avait alors vinpl-six ans. l^ Analysis per aequationes ne fui im- 
primée qu'en 170'!. Mais cirs i^if)<), l'un ries mullies de Newlon, Barrow, et, par 
son inlcrmctliaire, divers matlicinnticiens anglais en avaient eu connaissance. 
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zéro pour n = ao, car en changeant les signes de la double incga- 
lilé précédenle, elle devient 

-5<R«<çj; 
si n reste fixe, R,, est la somme de la série convergente 

Une progression géométrique 

a -If- ar-k- ar^ -h ... h- ar'* -+-..., 

de raison r comprise entre — i et -f- i, est une série convergente, 
car la somme de ses n premiers termes 

I /•« 

S„= a , 

I — r 

a pour limite 



I — r 
La série 

(«0 — «i) -+-(«1 — a-)-»-(«î— «3)-H...-f-(rt/i-i — a,,) -h.. ., 

dans laquelle a,i tend vers une limite a pour n = oo, est aussi une 
série convergente, car la somme des n premiers termes 

S/i = a© — <^nt 
a pour limite 

S = ao— a. 

Série divergente. — Une série est diicrgente lorsque la somme 
de ses n premiers termes croît au delà de toute limite, [)Our n = oc. 
Ainsi la série des nombres entiers 



est une série divergente, la somme de ses n premiers termes deve- 
nant infinie avec /?. 
Soit encore la série 

1 I I 

IH h --+-... H H . . . , 

2 J n 

formée par les inverses des nombres entiers, et à laquelle on donne 
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le nom de série harmonique (*), 2''' étant la puissance de 2 égale 
ou immédiatement inférieure à n, on a 

oi\ si dans chaque groupe, on remplace tous les termes parle plus 
petit d'entre eux, c'est-à-dire par le dernier, les sommes partielles 

ainsi obtenues deviennent toutes «égales à -, de là résulte l'inéga- 
lité 

quand n augmente indéfiniment, il en est de même de m, et S,, 
croît au delà de toute limite; la série harmonique est par suite 
divergente {'^), 

Série indéterminée. — Une série est indéterminée lorsque la 
somme de ses n premiers termes ne tend vers aucune limite, pour 
n = 30. 

La série 

I — I -h i — I -h . . . — (— I )" -f- . . . , 

est une série indéterminée; la somme de ses n premiers termes, 
alternativement égale à l'unité ou à zéro, ne tend vers aucune li- 
mite; aussi est-il assez étrange que des analystes tels que Leibniz, 
Daniel Bernoulli et Ëuler aient prétendu que la somme de celte 

série était 7 (*^). 



( ' ) Celte appcllalion provient de ce que les rapports de deux termes consécutifs 
représentent des intervalles musicaux. Ainsi une corde de longueur égale à l'u- 
nité renjdant un certain son, si l'on réduisait successivement celle dimension de 

I 2 3 '1 5 
telle sorte qu'elle fût mesurée par les fractions - » 7i> t> .» -» elle donneruit 

À S ^ D b 

Toctave, la quinte, la quarte, la tierce majeure, la tierce mineure du son primitif. 

(^) La somme des termes de la série harmonique augmente très lentement 
avec leur nombre; Euler a trouvé, dans ses fnstitutîones calciili dijferentialis^ 
parties, § l'/i, que la somme d'un millier de termes est 7,48^9708605503, et celle 
d'un million, 14,31)27262228057. 

(^) Le Pcre Grandi, savant italien du xviir siècle, voyait dans ce fait singu- 
lier la preuve do la création surnaturelle de riliiivers. 
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Sommation d'une série. — La sommation d\ine série est la 
recherche de la somme de ses/i premiers termes; il n'existe pas de 
méthode générale peripettant de Teffectuer, et Ton est presque 
toujours obligé de recourir à des artifices de calcul. 

L'un des procédés élémentaires les plus employés consiste à 
mettre le terme général sous la forme d'une différence, de manière 
à ramener la sommation à celle de la série 

(ao— ai)-+-(a,— a2)-h(aî — aj)-h...-l-(a«--, — afl)-+- 

Soit, par exemple, la série 



.r(x-i-i) (x-h i}(x -h '2) '*' (ar-h /i)(j7 -I- /i -h I) 
étudiée par Stirling ( * ); on a 



• (07-1- ^)(a? -h /i -h i) X -^ n jr-hn-hi* 

par conséquent, la série proposée peut s'écrire 

\x x-\-\J \x-^\ x-\-'i/ \x -Jr- n — I x-\-n/ 

d'où 

s - ' ' 

0,| — ; y 

X X -h n 
la série est donc convergenle et sa somme a pour expression 



s=i. 

X 



Si Ton fait jr = i , on obtient 

I r I I 

1= 1 5-I-T-7-1-...H — - H- 

i .À 2.3 i . 4 n{n -hi) 

résultat dû à Brouncker. 

Théorème. — La série obtenue en ajoutant ou en retranchant 
deux à deux les termes de deux séries convergentes est conver- 
gente et a pour somme la somme ou la différence des sommes 
des deux séries. 



( ') Methodus differcntialis sive Trac tu tus de summationc et interpotatîone 
serierum infinitarunij Londini. 1730. 
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Soient S„, T„ les sommes des n premiers termes de deux séries 
convergentes et S, T leurs sommes, on peut déterminer un entier m 
tel que, à partir de n = m, on ait, en désignant par a un nombre 
positif arbitrairement petit, 

-î<s„-s<^ 

2 9. 

--<T„-T< ^ 

d'où 

- <J <(S«-h T«) - (S -t- T)< (j; 

de même, après avoir changé les signes de la seconde des doubles 
inégalités, on trouve 

-a<(S„-T«)-(S-T)<(i; 

la série obtenue en ajoutant ou en retranchant deux à deux les. 
termes des séries de sommes respectives S et T est donc conver- 
gente et a pour somme S H- T ou S — T. 

Théorème. — Le terme général Un d^une série convergente 
a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. 

Soient S« la somme des n premiers termes d'une série conver- 
gente et S sa limite, quelque petit que Ton prenne un nombre 
positir?, on peut déterminer un entier m tel que, à partir de /z =m, 
on ait 

--<S -S„_,< -, 
•2 0. 

-^<s„-s<^. 

2 2 

d'où 

— 5 < Un < J, 

la limite de u,, est donc zéro. 

Ainsi, une série dont le terme général ne tend pas vers zéro 
n'est pas convergente, mais le terme général d'une série peut 
tendre vers zéro sans que la série soit convergente; par exemple, 

le terme général - de la série harmonique devient nul pour // = oc, 

et cependant celte série est divergente. 



V 
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La condilion énoncée esl donc nécessaire, mais elle n'csl pas 
suffisanle. 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour 

quune série soit conK^ergente, est que, ^désignant un nombre 

positif arbitrairement petity on puisse déterminer un entier m 

tel que la somme S« des n premiers termes vérifie la double 

inégalité 

— d < S„-H/> — S,| < a, 

à partir de n = m, pour toute valeur entière et positive de p. 

En effet, la condilion énoncée esl la condilion nécessaire el 
suffîsanle pour que la varianle S/i ail une limile (p. 9). 

Ce théorème n'a d'ailleurs qu'une imporlance loule théorique, 

car il est généralement impossible de l'appliquer. Toulefois, il 

n'en est pas ainsi dans l'exemple suivant que nous donnons d'après 

Abel(*) : 

Soit 

I I I 

1 h. ..H '-f-... 

ai ai an 

une série divergente à termes positifs, 5,, désignant la somme de 
ses n premiers termes, le théorème précédent permet d'établir que 
la série 

f I I 



aySi afSt a„SH 

est aussi divergente. En effol, si S^ esl la somme des n premiers 
termes de celte dernière série, on a 

S«H-,,— Srt^(— ! ! — î h... H — —) — !— > 

c'est-à-dire 

Q «s > I ^" ' 
O/14-p *J/I := » ~ 9 

^n-hp 

or, pour chaque valeur de /i, on peut déterminer une valeur/),, 
de p suffisamment grande pour que Sf,^p surpasse 2s„, alors on a 

^u-^p — ^/l •> ~ î 



('; Œuvres comjtiètes. éd. L. Sylow el S. Lie, l. I, p. 'loo-'ioi. 
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il est donc impossible de déterminer un môme .entier m lel que, 
à partir de n=^m^ la différence S,,.,.^, — S,/ soit arbitrairement 
petite, pour toute valeur entière et positive de /?; de là résulte la 
divergence de la seconde série. 

Séries positives. 

Une série positive est celle dont les termes sont positifs, au 
moins à partir d'un certain rang. Une série positive qui n'est pas 
convergente est nécessairement divergente. 

Théorème. — Une série positive est convergente quand la 
somme de ses n premiers termes reste toujours inférieure à une 
constante. 

En effet, si la somme des n premiers termes de la série resle 
toujours inférieure à une constante, comme elle finit par devenir 1 
sans cesse croissante, puisque les termes sont positifs au moins à 
partir d'un*certain rang, elle a nécessairement une limite égale ou 
inférieure à ce nombre (p. 7) et par suite la série est convergente. 

Théorème. — Une série positive reste convergente quand on 
multiplie ses termes par des nombres positifs tous inférieurs à 
une constante. 

En effet, soient «^ a^, ..., a„, ... des nombres positifs tous 
inférieurs à une constante A, et *i« le terme général d'une série 
convergente de somme S, on a 

flf, iii-\- ajMj-h. . .-+- anMrt< AS; 

la série de terme général anUn est donc convergente, d'après le 
théorème précédent. 

Théorème. — Une série positive est convergente quand ses 
termes sont inférieurs aux termes correspondants d^une série 
positive convergente; elle est divergente quand ses termes sont 
supérieurs aux termes correspondants d'une série positive di- 
vergente. 

Soient S„ et T„ les SDmmes des n premiers termes de deux sé- 
ries positives; si la première a chacun de ses termes inférieur au 
terme correspondant de la seconde supposée convergente, elle est 
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elle-même convergea le, car Sn reste toujours inrërièur à T^ et par 
siiile à sa limite T; au contraire, si la première série a chacun de 
ses termes supérieur au terme correspondant de la seconde siip* 
posée divergente, elle est également divei^ente, S,, restant tou- 
jours supérieur à T;, et par suite croissant aussi indéfiniment. 

Tfi^:ORf':ME DE KuMMKR. — Une série positive de terme gé- 
néral Un est convergente si, à partir d'une certaine valeur 
de n, on a 

\'„ désignant une fonction positive de n,etk une constante po- 
sitive; elle est divergente si, à partir d'une certaine valeur 
de n, on a 

et si de plus la série de terme général — est divergente. 

En efTet, si Ton suppose d^abord la première inégalité vérifiée à 
partir de n = m, on en déduit 

W//i+î< T ( "m-hi ^m4-i — "//!-»-« <'wH-i ), 
•• • î 

Un < j(Un-lVn-i—UaVn), 

d'où 

S;, < S,„ -f- j^ ( U„i V,n — W/i ^n ), 

cl, i\ plus forte raison, 

S/i <! S,« -h T Um Vfti ; 

la série est donc convergente, car le second membre de celte iné- 
galité est une constante; au contraire si, à partir de /i = m, la 
sooimdc inégalité est vérifiée, on peut écrire 

d'où 
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la série est donc divergente, puisque, à partir de n = m, ses Lerpties 
sont supérieurs aux termes correspondants d*une série divergente. 
Ce théorème très général est dû à Kiimmer (*). 



REGLES DE CONVERGENCE. 

On peut reconnaître la convergence ou la divergence des séries 
positives au moyen de certaines règles qui constituent des condi- 
tions suffisantes mais non nécessaires; nous allons donner les plus 
usuelles. 

Cauchy est le fondateur de la théorie de la convergence et de la 
divergence. Il a posé dans son Cours d^ Analyse de VÊcole 
royale polytechnique les principes rigoureux qui ont servi de 
base à toutes les recherches ultérieures sur ce sujet (-). 

Règle de d'Alembert. — Une série positive est convergente 

si, à partir d'un certain rang, le rapport — ^^ reste inférieur 

à une constante moindre que Vunité; elle est divergente si, à 
partir d'un certain rang, ce rapport reste supérieur à Vunité, 

En effet si, à partir de /i = m, le rapport — ^^ reste inférieur à 
une constante k moindre que l'unité, on a 



d'où 





v^ A , . . . , 


Un 



A-, 



la série est donc convergente, puisque, à parlir de n = w, ses 
termes sont inférieurs aux termes correspondants d'une progres- 
sion convergente. Au contraire si, à parlir de /i=m, le rap- 
port —^^ resle supérieur à l'unité, les termes vont sans cesse en 



(*) Journal f tir die reine und angewandte Maihematik, t. XIII, i835, p. 171- 
184. 

(^) On pourra consulter, pour l*étude de la théorie générale des règles de 
convergence, les travaux de Pringsheim (Afathematische Annalen, t. XXXV, 
1890, p. a97-3<)4' cl l. XXXIX, 1891, p. j35-ia8). Auparavant, Dini et Paul du 
Bois-Reymond s'élaicnt orruprs dr la même question. 

G. 3 
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croissant el par soi le la série est divergente, son terme général ne 
tendant pas Ters zéro. 

La règle de d*Alembert résulte immédiatement da théorème de 
Knmmer en j faisant r« = i . 

On dédnit de ce qui précède la règle pratique soÎTante : 

Si i?*^* a une limite \ quand n devient injini, la série est 
convergente pour a -< i et divergente pour a > i . 

En effet, ? désignant nn nombre positif arbitrairement petit, on 
pent déterminer on entier m tel qoe, à partir de /i = m, on ait 

Soit d^abord a <I i ; comme la valenr de o- est arbitraire, si on la 
prend égale k k — À, le nombre k étant compris entre X et i , la 

seconde inégalité derient — ^=^ •< A*, la série est donc convei^ente. 

Soit maintenant A>i; si Ton prend a> égal à À — A% le nombre k 
étant alors compris entre i et A, la première inégalité devient 

^^^^ >► k. d'où, à plus forte raison, — "— >• i, la série est donc 

divergente. Enfin, pour X == i , il j a doute, sauf toutefois, quand 

on peut reconnaître qu'à partir d'un certain rang le rapport — '^^ 

reste supérieur à l'unité, cas où a série est divergente; s'il n'en 
est pas ainsi, il y a lieu de recourir à la règle de Raabe donnée 
plus loin (p. 36). 

Règle de Cauchy. — Une série positive est convergente si, à 
partir d'un certain rang, le radical \ u,, reste inférieur à une 
constante moindre que l'unité; elle est divergente si, à partir 
d'un certain rang, ce radical reste supérieur à f unité. 

En effet si, à partir de nz=m^ le radical y Un reste inférieur à 
un nombre posilif A: moindre que runilé, on a 

la série est donc convergente, puisque, à partir de n =z m, ses 
termes sont inférieurs aux termes correspondants d'une progrès- 
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sîon convergente. Au contraire si, à partir de n = m, le radical ^Un 
reste supérieur à l'unité, le terme général devenant plus grand 
que l'unité ne tend pas vers zéro et la série est divergente. 
On utilise dans les applications la règle suivante : 

Si \fun a une limite X, quand n devient infini, la série e^t 
convergente pour 'k<ii et divergente pour X > i . 

La démonstration est absolument semblable àjcelle déjà donnée 
à propos de la règle de d'Âlembert. 

Si le rapport -^^ tend vers une limite, le radical \/ua a néces- 
sairement la même limite (p. i3). Il ne faudrait point en conclure 
que les règles de d'Alembert et de Caiichy sont équivalentes, la 
seconde est plus générale que la première; en effet, il peut arriver 

que —^^ n?tendant vers aucune limite, \/7ï^i en ait une. Soit, par 

exemple, 

M«=a»e(n), 

la fonction 6(/i) désignant le nombre des diviseurs de /i, on a 

Un """^ e(/0 ' 

ce rapport ne tend vers aucune limite, car la suite des nombres 
premiers étant illimitée, parmi les valeurs successives de /<, il y a 
toujours, à des intervalles plus ou moins éloignés, des nombres 
premiers; toutes les fois qu'il en est ainsi 6(/i) est égal à 2, tandis 
que 0(/i + i) peut avoir les valeurs les plus diverses. Au contraire, 
si Ton considère le radical 

\/un = a"\/f)(n), 

comme 6(/i) est supérieur à Tunité et inférieur à n, dès que n 
dépasse 2, on peut écrire 

et comme les membres extrêmes de celte double inégalité ont 
l'unité pour limite (p. i4), il en est de même de (/^9(/i), de sorte 
que la série est convergente pour a < i et divergente pour a>i, 
résultats que la règle de d'Alembert ne permet point d'obtenir. 
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Enfin, une <^ne peut conTei^r sans qo^aocone des expressions 
*^' et \ f#a n*aîl de limite. Ainsi, en supposant 

o<a<*<i. 

la scrie 

<i — 62— a* — A» — a* — .... 

qni est la sonne de deox progressions, est couTer^ente. Cepen- 
dant \ ff« est r^^l à a on à 6« suivant cpie m est impair on pair, 
tan iîs i^ae *^' tend vers léro poar n pair et croît indéfiniment 
poar II impair. Cet exemple très simple a été imapné par Ce- 

Re*:;le de Raibe. — l'ne série posi'ii%'€ trsi con%-er génie sî, à 

partir d'un certain rang^ te pnyduii n • — i I resie supé- 

rif^ur Kl un^ r\nslttnie plus grande que l'uniié: elle est diver- 
S'ente si. à ptjriir d'un ce r Ut in ranc. ce produit reste inférieur 

En e^et si. à partir Je n = m^ le produit n - — i ) reste 

ïuférî'?;r à une coostAcle k — i plus ^r^oJe «jue runilé. on a 

c'«>t ij première d«f^ tarc<i!ué> Je Kuiumer dans laquelle «>*«= /», 
îa i*;ri»* eï't Jonc licQ *:»»n\er^enle- Au cvtitrirre si. à partir de 

« = /»'. le pn-'«i L l n — — — i ■ n*>le ioterîeur à ruoité* il en 

rt^ii'e 

c%:>t II set:'ja*kr ùrrs ice^iàiites de Kuoiuier djns laqaelie i-« = jt, 
e: c-.tL. Li-t l± ierîe de terme ^euenl - est Jî^erjenle, il en est de 

a.-riiie -le la série de tenue ieneral u^. 

S. : il- r> 



*. àrVi l. A i'L ... 2-^:0. j-tx. p- :. 
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on est conduit à énoncer la règle pratique suivante : 

Si ncLfi a une limite \ quand n déifient injini, la série est 
con{?ergente pour \> \ et divergente pour X <[ i . 

Celle règle se démontre sans difficulté; dans le cas où X = i, la 
série est divergente si, à partir d'un certain rang, le produit «a« 
reste inférieur à l'unité; en outre, elle est encore divergente pour 
X=: I, quand, en posant 

on reconnaît que le produit n^n aune limite finie pour n = oo(* ). 
En eflet, dans ces conditions, on peut toujours déterminer un en- 
tier positif/? tel que, à partir d'une certaine valeur m de /i, on ait 
n^n<,p] or, en supposant m supérieur à/?, dès que /i dépasse m, 
on a 



d'où, 


à plus 
•à- dire 


forte raison, 


I -{- 

i-f- 


n 


< 
< 


n 
n 


c'est- 


n-p 



(n ^ p) Un— {n — p -h i) Un+i <o; 
c'est la seconde des inégalités de Kummer dans laquelle 

p„r= n—p, 

mais la série de terme général > où l'on donne à n les valeurs 

^ n — p 

successives m h- i, m -f- 2, . . . , est divergente, par suite la série 

de terme général Un l'est aussi. 

La règle qui vient d'être démontrée a été donnée par Raabe (2) ; 

on doit y recourir si le rapport ^^^^ a pour limite l'unité, c'esl- 

à-dire dans le cas où la règle de d'Alembert est insuffisante pour 
décider de la convergence ou de la divergence d'une série. 

Application. Série de terme général ^ • — Aa série positive 



( ') Celte remarque est due à E. Cahen {Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, 3" série, t. V, 1886, p. 536-537). 

(') Zeitschrift fiir Physik, Mathematik und venvandte Wissenschafteny 
t. X, i832,p. 4» -74' — t)u*ia'ncl a retrouvé cette règle plusieurs années après. 
Voir : Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. IV, 1839, p. 214-22 1. 
G. 3* 
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de terme général — est convergente pour p > i et divergente 



ni* 
Si. 
Soit 



pour p<\ 



n 
on a 

tp — 1 



nan = 



X — I 

or, on établit facilement ( * ) que, pour ar = i , le second membre de 
celte égalité tend vers/?, quelle que soit la valeur rationnelle ou irra- 
tionnelle de/?; la limite de nrL^ est donc/) et, diaprés la règle de 
Kaabe, la série est convergente pour/? >> i el divergente pour/? <I * î 
elle esl encore divergente pour/? = i . Ces résultats pourraient s'éta- 
blir directement par un procédé analogue à celui employé pour la 
série harmonique; ils ont pour conséquence la règle suivante : 

Une série positive dans laquelle le produit nPUn a une li- 
mite \ quand n devient infini, est convergente pour p> i et 
divergente pour p%i, en supposant, dans ce dernier cas, la 
limite X non nulle. 

En effet, i [désignant un nombre positif arbitrairement petit, 
il existe un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

X — (j < n/» a„ < X -r- (T. 
Soit d'abord /?> i ; de la double inégalité précédente on tire 

X -j- a 

la série est donc convergente puisque, à partir de n = m, ses ternies 

sont inférieurs aux termes correspondants d'une série convergente. 

Soit maintenant /? ^i ; en supposant la limite X non nulle, on peut 

choisir t assez petit pour que la différence X — (t soit positive, et, 

de l'inégalité 

X-T 

il résulte que la série est divergente (^). 
(<) Voir à ce sujet uq article que nous avons public dans Matkesis, 3* série, 

t. I, 1901, p. 30-32. 

(-) Certains auteurs en déduisent que dans une série positive convergente la 
limite de nu^ est nécessairement zéro. C'est une assertion absolument erronée, 
car il existe des séries positives convergentes dans lesquelles le produit nu^ n'a 
pas de limite. Voir : Ernesto Cesàro, Corso di Analisi algebrica, p. i36. 
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Si l'on considère, par exemple, une série positive de terme gé- 
néral 

_ A^nP-h \i nP- ' -4- ...-+- Ap 
"'*~ Bo/i^ -h B, 719-1 -+-... -h B^' 

pour q — p = Oy le terme général ne tendant pas vers zéro, la série 

est divergente ; pour q — p^Oj la limite de n^^PUn est -^ : donc, 

si l'on a q — p > i , la série est convergente et si Ton a q — p^ i , 
elle est divergente. 

Règle de Gauss. — Si dans une série positwe on a 

Un ~^ nP-^ bnP'^ -f- bi nP-* -+-... -f- bp^i ' 

les termes décroissent constamment, à partir d^ un certain rang, 
et tendent vers zéro pour b — a > o; ils finissent par augmen- 
ter indéfiniment pour b — a<Co, et ont une limite non nulle 
pour 6 — a = o ; la série est convergente pour b — a > i ; dans 
tous les autres cas elle est divergente. 

Soit 

Un 

. - = I -h a„, 

quand on remplace — ^ par sa valeur, on trouve pour /ia„ une 

fraction rationnelle dont les deux termes sont de degré/?; alors 
si l'on eflfectue la division, le quotient étant limité à son premier 
terme b — a, l'expression n^n peut se mettre sous la forme 

naLn= b-^a-\ «(n), 

en désignant par \ une constante et par ^{n) une fraction dont la 
limite est l'unité ou zéro pour n = oo. 

I. — Soit d'abord b — a > o, le nombre a,, finit par devenir 
positif et les termes décroissent à partir d'un certain rang; d'autre 
part, k étant un nombre compris entre o et b — a, pour une va- 
leur de n suffisamment grande m, on aura 

""« ^ . , ^ W,«+t k Un-i ^ , , A* 
> I H y > 1 H 9 • " f > I 4- 



Itm+l m Um^Tt //1-+-I Un /ï — I 

d'où 

Un \ mj \ in-\-i / \ n — 1/ 



t. MIS orte r3i>» i. 



- --onirn* -i >-*.- .îi. :- -. ^ ^ç* - - e- :ijr^ x^ :-ji- i^rralîté croit 
o-t-t •' -::f ; •• .-. .■.'^:-:- » ,-;,ra»-- -r ^f-£=iaral: par 

-1? -' iTe : iiî> e> nr ntr^* .* a-: ' ■*>;•? i ?---•; ^^ tv^Mt général 

*- — . : *:o -a :-v- >***;. » î .• j.. - ■--► r- -. ; rar svile^ 

"- — > : "..:.'î » — .' = . a . r>. .. - •. rs rw »^x« peut 






: r^ '«!--. I ^Ufit 



>* ~ *. '^ 
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ainsi, m restant fixe, Un reste toujours inférieur à une constante 
déterminée lorsque n augmente indéfiniment; comme il croît con- 
stamment, il a donc une limite inférieure ou au plus égale à cette 
constante et par suite non nulle. Il en est de même si Ton suppose 

b\ — flTi > o; car, en considérant la série de terme général — , ses 

termes, d'après ce qui vient d'être dit, croissent à partir d*un 
certain rang et tendent vers une limite non nulle; ceux de la série 
considérée finissent donc par décroître constamment et tendent 
aussi vers une limite non nulle. 

Il résulte de ce qui précède que le seul cas où la série puisse 
être convergente est celui où Ton a b — a>o\ si Ton applique 
alors la règle de Baabe, comme la limite de /ia„ pour /i = oo est 
égale à 6 — a, on en conclut que la série est convergente pour 
b — a> \ et divergente pour /> — a <^ i ; elle est encore divergente 
pour b — a = I ; en effet, dans ce cas, en désignant par i -{- ^,t le 
produit nçLn^ la limite de n^n est égale à À ou à zéro. La série n'est 
donc convergente que si l'on a & — a > i . 

La règle de convergence de Gauss permet l'étude d'une classe 
importante de séries comme on le verra plus tard ; elle a été donnée 
par l'illustre analyste dans son Mémoire intitulé Disquisitiones 

générales circa sérient infinitam i -\ — -- ar -f-. . , (*). 

Séries alternées. 

Une série est dite alternée quand ses termes sont allernalive- 
ment positifs et négatifs, au moins à partir d'un certain rang. 

Théorème. — Une série alternée est convergente, quand les 
valeurs absolues de ses termes vont constamment en décrois- 
sant à partir d^un certain rang et tendent vers zéro. 

Si Ton admet que les valeurs absolues des termes commencent 



(') Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. i3()-i4<. La règle de Gauss a été 
géoéralisce par A. de Saint-Germain. Voir : Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, 3* série, t. XIV, 1890, p. aia-ai5. La démonstration qui vient d'être exposée 
est, sauf quelques légères modifications, la reproduction d'une .Note que nous avons 
publiée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 3" série, t. XVIII. 
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â décroître à partir do premier u% qae l'on peat regarder comme 
positif, et si Ton pose 

on a 

d'où, comme la différence Utp^% — ^tp^t ^t positive, 

on en conclut que S^p augmente avec/?; or 

d'où, comme toutes les différences entre parenthèses sont posi- 
tives, 

Sj,,<Mi; 

ainsi, la somme 82^ croît en restant toujours inférieure à une con- 
stante, elle a donc une limite S; d'autre part 

Sjp-i = Sjp-f- Ujp, 

quand p devient infini, Uap a pour limite zéro, S2P-1 a donc la 
même limite S que Sip ] il résulte de là que S„ a une limite S pour 
n = 00 et, par suite, que la série est convergente. 

Le théorème précédent permet dans bien des cas de reconnaître 
la convergence ou la divergence d'une série alternée : on s'assure 
d'abord que le terme général a pour limite zéro; alors, si l'on con- 
state que les valeurs absolues des termes vont en décroissant, on 
est immédiatement fixé sur la nature de la série, sinon on cherche 

la limite du rapport -^^^ si elle est inférieure à Tunité, les valeurs 

absolues des termes vont nécessairement en décroissant à partir 
d'un certain rang et la série est convergente; si elle est supérieure 
à l'unité, les valeurs absolues des termes finissent par croître et la 
série n'est pas convergente; enfin, si elle est égale à l'unité, il y 
a doute. 

Soit, par exemple, la série harmonique alternée 



son terme général tend vers zéro et les valeurs absolues de ses 
termes vont en décroissant, elle est donc convergente. 
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Séries absolument convergentes. 

Une série convergen le est absolument conifergente quand la 
série des valeurs absolues de ses termes est convergente. Une sé- 
rie convergente qui n'est pas absolument convergente est dite 
semi-consfergente, 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de ternie 
général Uu soit absolument convergente est que, a- désignant un 
nombre positif arbitrairement petit, il existe un entier positif m 
tel que, à partir de /i =^ /n, on ait 

I Uu-i-i I -h I Un+i I 4-. . .-h I Un+p \ < ff, 

pour toute valeur entière et positive de/?. 

Théorème. — Une série est convergente quand la série des 
valeurs absolues de ses termes est convergente. 

En effet, soient P,, la somme des termes positifs et — Q« la 
somme des termes négatifs qui se trouvent dans S/^, on a 

S/i = P« — Q»; 

la somme T« des valeurs absolues de tous ces termes a pour ex- 
pression 

T«=Pn-+-Q«; 

par hypothèse T,, a une limite T ; or, les sommes P,, et Q^ croissent 
avec /z, puisque leurs termes sont positifs; d'autre part, elles sont 
respectivement inférieures à T,, et, par suite, à ï, elles ont donc 
chacune une limite; soient P celle de P„, et Q celle de Q,,, la limite 
de P« — Q„ sera P — Q ; par conséquent la série considérée a une 
limite S égale à P — Q ; elle est donc convergente et même abso- 
lument convergente (* ). 

La réciproque n'est pas exacte; ainsi la série harmonique al- 
ternée est convergente et cependant la série des valeurs absolues 
de ses termes est divergente. 



(•) Ce théorème est dû à Cauchy, Cours d'Analyse de l'École royale poly- 
technique {Œuvres complètes, a» série, t. III, p. 128-129). 
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On peat souvent, an moyen da ihéorème précédent, ramener 
Fétade de la convergence des séries dont les termes ont des signes 
quelconques à celle des séries positives : pour reconnaître la nature 
de ces séries, on commencera donc toujours par appliquer Tune 
ou Fautre des règles de convergence à la série formée par les va- 
leurs absolues des termes. Si Ton cherche, par exemple. la limite 

de la valeur absolue du rapport — ^^« suivant qu'elle est inférieure 

ou supérieure à Tunilé, la série considérée est convergente ou ne 
Test pas; en eflet, dans le premier cas, la série des valeurs abso- 
lues des termes est convergente, et dans le second, les valeurs ab- 
solues des termes allant en croissant, le terme général ne peut 
tendre vers zéro. 

Il résulte encore de la démonstration ci-des>us que, dans une 
série absolument convei^ente. les deux séries formées par les 
termes positifs et par les tenues négatifs sont convergentes; de 
plus, si leurs sommes respectives sont P et Q, la somme de la sé- 
rie a pour expression S = P — Q, et celle de la série des valeurs 
absolues T =:^ P — Q. 

Théobêxe. — La somme d'une série absolument conver- 
ge nie ne change pas quand on intenertii l'ordre de ses 
termes. 

Si Ton suppose d^abord les termes tous positifs, la somme 
des n premiers termes étant 

S«= «1— wj— ...— «,, 

quand on intervertit Tordre des termes on obtient une nouvelle 
série; soit 

la somme de ses p premiers termes, on peut toujours prendre n 
assez grand pour que S» renferme tous les termes de T^, alors 
on a 

il résulte de là que la seconde série a une limite T^S; mais inver- 
sement, on peut toujours prendre p assez grand pour que Tp ren- 
ferme tous les termes de S« et dans ce cas on trouve 
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on a donc S ^T; or, S ne peut être à la fois supérieur et inférieur 
à T, par suite 

S = T. 

Ainsi une série positive reste convergente quand on intervertit 
l'ordre de ses termes et conserve la même somme; en outre, si la 
première série est divergente, la seconde Test également, sinon en 
rétablissant la disposition primitive on retrouverait une série con- 
vergente. 

Si Ton suppose maintenant les termes de signes quelconques, 
la série étant absolument convergente par hypothèse, les séries 
formées par les termes positifs et par les termes négatifs sont con- 
vergentes (p. 44); soient P et Q leurs sommes respectives, la 
somme de la série est P — Q. Quand on change Tordre destermes, 
les séries positives de sommes P et Q restent convergentes d'après 
ce qui précède, el conservent pour sommes P et Q; d'ailleurs la 
série des valeurs absolues reste aussi convergente, il en est, par 
suite, de même de la série considérée dont la somme sera en- 
core P — Q. 

On peut donc modifier arbitrairement Tordre des termes d'une 
série absolument convergente sans altérer la somme, mais il en est 
tout autrement si la série n'est pas absolument convergente (*), 
comme le montre l'exemple suivant imaginé par Lejeune Dirich- 
let (2) et devenu classique : 

Si Ton considère la série harmonique alternée 

I I I 

I h .3— 7-+-..., 

la somme de ses n premiers termes étant S„ et S sa limite, quand 
on change Tordre des termes de manière que chaque terme né- 
gatif soit précédé et suivi de deux termes positifs, on obtient une 
nouvelle série 

I I I I I I . _J i_ . 



(«) Ce fait a été signalé pour la première fois par Cauchy dans les Bésumés 
analytiques. {Œuvres complètes, 2* série, t. X, p. 6^70.) 
O G. Lejeune DirichleVs Werkc, U I, p. 3i8-3i9. 
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soit T. la somme de ses n premiers termes, en posant 



I 



■ 4n — 3 4« — a 4a— i 4« 
I I I 



r- = 



■ 4#i — 3 * 4/1— I an 
on a 

■ / 1 I \ 

^K tt« = - ( f » 

2\2n — I an/ 
d'où 

Tjjt — Si, = -^ Sj„ 

par suite Tjji a pour limite -S; d'ailleurs les diETérences T^n^^ — T,« 
etT,„ — Tair-i tendant vers ïéro, les sommes T).^, et T,„_, ont 
aussi - S pour limite, la seconde série est donc convergente et a 

pour somme -b. 

Ce résultat est une conséquence du théorème suivant dû à 
Riemann ( ' ) : 

Théobème. — Les termes d*une série semi-convergente 
peuvent être disposés dans un ordre tel qu'elle ait une somme 
arbitraire. 

Soient S« la somme des n premiers termes d^une série semi- 
convergente, Pp la somme des termes positifs et Q^ la somme des 
termes négatifs de Sj., de sorte que n=p + q; lorsque p ei q 
augmentent indéfiniment, il en est nécessairement de même de P^ 
et de Qf , sinon la série serait absolument convergente; alors, en 
désignant par X une constante positive arbitraire, pour une valeur 
déterminée de q^ on peut toujours trouver une valeur de p telle 
que Ton ait 

d'où 



(^) Œuvres mathématiques, trad. Laugel. p. 2>4-}3S. 
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mais 

(P^-Q7)~(P/>-i-Q7) = P/>-Pp-i; 

quand on prend q de plus en plus grand, les valeurs correspon- 
dantes de p augmentent aussi et la différence P^ — P;»-i> qui est 
un terme de la série, tend vers zéro. Ainsi, la constante \ est com- 
prise entre deux nombres dont la différence finit par devenir 
nulle, ces deux nombres ont donc pour limite X. Il en résulte que 
hi p el q croissent indéfiniment suivant une loi convenablement 
choisie, la somme S/i, qui est égale à P^, — Q^, tend vers la con- 
stante positive arbitraire X. On établirait pareillement que cette 
somme S/i est susceptible d'avoir pour limite une constante néga- 
tive quelconque ('). 

II peut arriver aussi qu'une série convergente devienne diver- 
gente quand on change Tordre de ses termes. Soient, en effet, S/i 
la somme des n premiers termes de la série alternée convergente 

III I I 

/a /3 /4 v^T7i — i /an 

et T„ la somme des n premiers termes de la série obtenue en in- 
tervertissant Tordre des termes de la série primitive de manière 
que chaque terme négatif soit précédé et suivi de deux termes po- 
sitifs , on a 



d'où 



Tsrt — Sï/i> 



•47rr7' 



le second membre de cette inégalité croît indéfiniment avec /i, il 
en est donc de même de T^n et la seconde série est divergente. 

Série de séries. — On dit qu'une série 

Ml -4- M2 -t- • • •-+- "a -H . • • 

est une série de séries, si ses termes sont respectivement les 



(*) Cette démonstration est donnée par J. Tannery dans son Introduction à la 
théorie des fonctions d'une variable^ p. 69-70. 
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sommes de séries convergentes 

«1,1 ■+■ «i,î-4-..-^«i,/i-+-. .-, 



ûf/i,l -*- «rt,i -+-..•-+- Cf/,,n + . 



un élément quelconque de ce tableau est un terme de la série de 
séries. Toute série telle que 

est une ligne, et toute série telle que 

une colonne de la série d« séries. 

Théorème. — La somme d'une série de séries convergente ne 
change pas quand on V évalue par lignes ou par colonnes, si 
les lignes du tableau formé par les valeurs absolues des 
termes étant convergentes, il en est de même de la série de 
leurs sommes. 

Soit 

Wl -h Mj H- . . . -+- if /, -4- . . . , 

une série convergente dont les termes sont eux-mêmes les sommes 
de séries absolument convergentes 

«1,1 -t- «1,2 -H. ..-+- fl|,;i -+-■.. , 
«î,l -^ «î,î -f- . . . -H at,n -h . . . , 



««,!-*- ««,ï-H- • •-*- a„^,i-h. 



il s'agit de démontrer que la somme des colonnes est égale à celle 
des lignes quand la série positive de terme général 

l««,i| -^I«/i,j1 -+-•..-+- i«/i,«|H-..- 

est convergente. 

Si Ton suppose d'abord les termes tous positifs, la somme des 
n premiers termes d'une colonne quelconque est inférieure à la 



1 
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somme U,i des n premières lignes et par suile à sa limite U, elle a 
donc une limite, de sorte que chaque colonne forme une série 
convergente. Soit V^ la somme des/? premières colonnes; la somme 
obtenue en prenant les n premiers termes dans les p premières 
colonnes est inférieure à U,î et par suite à U; en conséquence, 
p restant fixe et n augmentant indéfiniment, elle a une limite infé- 
rieure à U, celle limite est précisément Vy,; mais la somme V^ 
croît avec p et, comme elle reste toujours inférieure à U, elle a 
nécessairement une limite V^U. De même, la somme obtenue en 
prenant les/? premiers termes dans chacune des n premières lignes 
est inférieure à V^ et par suile à V; il en résulte que, n restant 
fixe et/> augmentant indéfiniment, elle a une limite inférieure à V, 
cette limite est précisément U/i; mais la somme U« croît avec /i, 
et comme elle reste toujours inférieure à V, elle a nécessairement 
une limite U S. V . Or, U ne peut être à la fois supérieur et inférieur 

à V, donc 

U = V. 

Si Ton suppose maintenant que les termes aient des signes quel- 
conques, les lignes étant absolument convergentes, la somme P„ 
des termes positifs et la somme — Q,, des termes négatifs de U^ 
ont chacune une limite, car P«-hQ/i est la somme des n pre- 
miers termes de la série positive convergente de terme général 

soient P la limite de P„ et Q celle de Q,/, la limile U de U,, a pour 

expression 

U = P — Q. 

D'autre part, une colonne quelconque forme une série absolu- 
ment convergente; en eff'et, d'après ce qui précède, la série des 
valeurs absolues de ses termes est convergente. Soit V^ la somme 
des p premières colonnes, M^ étant la somme des termes positifs 
et — Ny, la somme des termes négatifs qui se trouvent dans V^,, 
ces sommes ont chacune une limite, car M^-j-N^ est la somme 
des p premiers termes de la série positive de terme général 

convergente, toujours d'après ce qui préôède ; soient M la limile 

de M;, et N celle de N^, la somme V^ a une limite V dont Texpres- 

G. 4 
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sion esl 

V = M-N. 

Or, si Ton considère le tableau obtenu en remplaçant les termes 
négatifs par des zéros, la somme des lignes est égale à celle des 
colonnes, donc 

M = P, 
on voit de môme que 

N = Q, 
par suite 

U = V. 

Le théorème précédent, dû à Cauchy (^), est une extension 
du théorème sur l'interversion des termes d'une série. On peut le 
généraliser de la manière suivante : 

Soit S;, la somme obtenue en prenant les n premiers termes 
dans les /i premières lignes ou colonnes, cette somme a également 
U ou V pour limite. En effet, si l'on suppose d'abord les termes 
tous positifs, comme la somme S,, est inférieure à U,, et par suite 
à U, elle a nécessairement une limite S^U; d'autre pari, on a 

U-U,»>V„~S«, 
d'où, à plus forte raison, 

et, par conséquent', 

or, S„ ne peut être à la fois supérieur et inférieur ù U, donc 

S = U. 

Si l'on suppose maintenant que les termes aient des signes quel- 
conques, pn étant la somme des termes positifs et — </,, la somme 
des termes négatifs de S,/, la somme pn est inférieure à P,, et par 
suite à P, elle a donc une limite p ; de même qn a "ne limite q^ de 
sorte que S,i a une limite S égale à^ — q. D'ailleurs, si l'on con- 
sidère le tableau obtenu en remplaçant les termes négatifs par 
des zéros, d'après ce qui précède, /? = P et, pour une raison ana- 
logue, <7 = Q; il en résulte que S est encore égal à U. 



(•) Cours d'Analyse de V École royale polytechnique {Œuvres complet es. 
i' série, l. III, noie 7, p. 4'i»-1'|8). 
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Enfin, on volt aisément que la somme U est la limite de toute 
sommje S,, déterminée par un contour C/i se déplaçant progressive- 
ment jusqu'à l'infini sur le tableau des termes, de manière à com- 
prendre tout lerme intérieur aCw.^ età contenir autant de termes 
que l'on veut pour une valeur suffisamment grande de n (*). 

L'énoncé du théorème suppose essentiellement que la série po- 
sitive de terme général 

|«/i,l |H- !«/*,i| -1-...^- \an,n\ -+-... 

est convergente ; aussi, on doit s'assurer, dans les applications, que 
cette condition, d'ailleurs simplement suffisante, est remplie. Soit, 
par exemple, la série de séries 

X — X'-\- x^ — x^ -+- x^ — x*-\-x'* — x^-^x^ — x^-hx^ — ... 

X(l — X) — X^(l — X^) H-T-(l — xi) — x^{l — X^) -+-... 

x(i — x)^— x^(i — x'^)^-h x^(i — 57*)* — a:5(i — x')*h-. .*. 

• , 

dans laquelle x désigne un nombre positif et inférieur à l'unité; 
les lignes sont absolument convergentes, et les sommes de ces 
lignes constituent la progression absolument convergente 

\=^ X -\- x{i — x)-^ x{\ — ar)*-f-. . . ; 

cependant la sommation par colonnes donne une série indéter- 
minée, cela tient à ce que la série positive de terme général 

x{\ — x)""^ ix^{\ — a:*)«-f- 2ar'(i — a7*)"-f-.. . 

est divergente. 

Transformatioii de Clausen. — Soit 

ï^l -h Wj -H . . . -h M« H- . . . 

une série convergente dont les termes sont eux-mêmes les sommes 



de séries absolument convergentes 



ux = «1,1 -h «1,1 -f-. . .-h ai,„ ■ 

Wj= «ï,! •+■ «2,î H-- • «H- ^2,» ■ 



w«= «/i,i + «rt,s-H.. .-+-a/i,ii-l-. 



X*) Voir BruoT cl Bouquet, Théorie des fondions elliptiques^ p. 106-110. 
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la série positive de terme général 

i «/i.l I ■+■ I «/»,« I -4- ... -H I «/,,« I -h . . . 

étant convergente; si l'on pose 

en désignant par i>n la somme de la n**"*"* colonne, la somme 
(In -4- ^n est égale à 

(a,,,i-ha«,i)-f-(aj,,iH-a„,,)-H...-f-(a„_i,„-i-a„,„_i)-ha„,„-h iv„; 

soient alors U,,, V«, W„ les sommes des n premiers termes des 
séries de terme général u„^ i',,, «v„, et S^ la somme oblenue en 
prenant les n premiers termes dans les n premières lignes ou co- 
lonnes, on a 

on en conclut que W„ a pour limite U; ainsi la série de terme 
général Un peut être transformée dans la série de terme général iv„; 
c'est cette transformation que Ton appelle transformation de 
Clause n. 

Application. Séries de Lambert et de Glausen. — On donne le 
nom de série de Lambert à la série 



\ — X I — X^ l — X^ l — X"' ' 

cette série, considérée en 1771 par Lambert (*) à propos de cer- 
taines spéculations cosmologiques, offre un grand intérêt dans 
l'étude de l'une des plus importantes questions de la théorie des 
nombres. 

Si X est extérieur à l'intervalle de ( — i, -hi), la série de Lam- 
bert n'est pas convergente, son terme général ne tendant pas vers 
zéro; il en est évidemment de même pour x=^±\. Elle est, au 
contraire, absolument convergente pour toutes les valeurs de x 
intérieures à l'intervalle ( — i, +1), car alors la valeur absolue du 
rapport 

Un^rX _, \ — x'^ 



(') Anlas^e zur Architektonih, Higa, 1771, i*"' rahiçr, p. 507. 
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a une limite inférieure à riinilé. Mais, dans ce même intervalle, 
chacun des termes de la série peut être regardé comme la somme 
d'une série absolument convergente, car 

Uj, = xP -^ x^P-^ x^P -f- x^P -h ... ; 

si Ton représente par S la somme de la série de Lambert, on peut 
donc la mettre sous la forme 

S = X -^ X' -\- X^ ->r X^ -k- X'^ -\- X^ ->r . . . 

-+- j:* H- O ->t- X^-¥- O -^ X^->r. . . 

-+-07* -4- 0-+- O -\- X^-\-. . . 

-+-ar^-h o -+- o -t-. .. 

-H J-S-h o -h. . . 

-f- a:» -h . . . 



or, x^ ne figure dans iip que si n est divisible par/?, par consé- 
quent, si l'on représente par 6(/î) le nombre des diviseurs de /i, 
comme la série positive de terme général 

\xP\ -hla?»/»! -h I x^P\ H-.. . 

est convergente, on a 

S = 070(1) H- a:»0(2) -+- ar30(3) -4- a?*e(4) -+-. . . ; 

le coefficient de x" est égal ou supérieur à 2 suivant que n est 
premier ou ne Test pas. Cette propriété singulière de la série de 
Lambert renferme le principe d'une représentation générale des 
nombres premiers. En effet, si l'on pouvait calculer l'expression 
de S, on en déduirait, comme on le verra plus tard, par des déri- 
-yations successives, celle du coefficient de x^\ en écrivant alors 
que ce coefficient est égal à 2, on aurait la loi des nombres pre- 
miers. Ce problème présente les plus grandes difficultés; malgré 
les efforts de nombreux analystes, il est resté jusqu'à présent en- 
veloppé d'un impénétrable mystère (*). 



(•) Voir divers articles de Brocard : Sur la fréquence et la totalité des nombres 
premiers, publics dans la Nouvelle Correspondance mathématique, t. V, 1879 
et t. VI. 1880. 
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Si Ton mel la somme de la série de Lambert sous la forme 

S = X H- a:* -+- ir' -{- x^ -j- . . . -i- x« -h . . . 
X* -H a:* H- .r^ -t- ar' -+-... -î- x*'* -h . . . 



a7«-ha:*«-r- 37"*-+- or^^-h. . .-4- ar*»*- 



en appliquant la transformation de Clausen, on obtient 



c'esl-à-dire 

i-h a"" 
I — ar« 



a"»*. 



la série de Lambert est donc équivalente à la suivante 

S = a: H -x^-{ -ar«4-...; 

I — X I — a:* 1 — a*' 

c'est la 5ér/e de Clausen (*); elle présente l'avantage d'être beau- 
coup plus rapidement convergente. 

On peut établir directement que la série de Clausen a la même 
somme que la série de Lambert (^). En effet, si Ton considère la 

série auxiliaire 

X .r^ a-' 



T = 



J — a:* ' I — x^ 



absolument convergente pour les valeurs de x intérieures à l'in- 
tervalle ( — 1, -H-i), dans ce même intervalle, chacun de ses ternies 
peut être regardé comme la somme d'une série absolument con- 
vergente, car 

Up = xPP-h xi'^p-^^^ -\- x/'^p-^^^ -+-...; 

on voit que x" ne figure dans Up que si n est de la forme n = pq 
avec la condition y = /?, donc p doit êlre un diviseur de n satis- 
faisant à l'inégalité — ^p, d'où p'^\n. D'ailleurs la série positive 



(') Journal fiir die reine und angesvandte Mathematik, t. III, i8j8, p. 95. 
(■*) Cette démonstration est due à Catalan, \ouveUe Correspondance mathé- 
matigue, l. Vï, 1880, p. jjS-iijS. 
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de lerrae général 



I xPP I -f- I xP^P-^^^ I 4- I XP^P-^^^ I H- . . . 

est convergente; par suite, lorsque Ton somme les colonnes du 
tableau formé par les développements de U\^ u^^ • • -, Up^ • • •; le 
coefficient de x" est le nombre des diviseurs de n non supérieurs 

à y//i; ce nombre est égal à - 9(/i) ou à -\^{n) — ij H- i suivant 

que n n'est pas carré parfait ou est carré parfait ; on le constate sans 
peine en observant simplement qu'à tout diviseur de n inférieur 
à yfn correspond un diviseur supérieur à \fn. Ainsi 



c'est-à-dire 



ou 



/ï = 1 n — \ 



n~ I 



Multiplication des séries. — Théorème. — Si deux séries con- 
vergentes ont respectivement pour terme général Un et v^, la 
série de terme général 



Wn = Ui Vn -h Ut Vn-l + . • • 4- "« t^l 



est convergente et a pour somme le produit des sommes des 
deux séries, pourvu que Vune déciles soit absolument conver- 



gente. 



En effet, soient U„, V« et W,/ les sommes des n premiers termes 
des trois séries considérées; U, V les limites de U,/, V„; A la 
somme de la série des valeurs absolues des termes de la première 
série supposée absolument convergente, et B une constante supé- 
rieure aux valeurs absolues des sommes 

en désignant paro* un nombre positif arbitrairement petit, d'après 
les hypothèses, on peut déterminer un môme entier m tel que l'on 
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ait sîmullancment 

I 9 



W/«-+-l|-i-| W/in-j| -+-... ^-|M,n-+-,,| < - j^_^i^ ' 



|U,„V,„~UV|<?, 

les deux premières inégalités sont d'ailleurs vérifiées, quel que 
soit p. Or, soit n un entier supérieur à 2 m — i, on peui écrire 

W„= WiVrt-h W,V«_,-+-...-hM,„Vn_,„+i-h...H- W„V,, 

d'où 

W„-U„,V;«=S-I-T, 

en posant 

S = Mi(V„-V,„)-h£/,(V„-i-V,„)4-...^-a«,(V„_;«^,-V,„), 

T = Um+i V„_,n -f- Um^i ^n-m-l -4- ... -h M» V, ; 

mais, comme l'on a pris n supérieur à 2/w — i, les indices des 
termes des sommes 

sont plus grands que m et ces sommes vérifient toutes la seconde 
des inégalités posées précédemment, de là résulte 

|S|<^ ^ 



d'aulre part, les valeurs absolues des sommes V|, V2, .• . sont 
moindres que B, on a donc 

(T B 



T|< 



2 A-hB' 



d'où, en ajoutant membre à membre. 



--<w«-u,„v,,<f, 

'2 2 



double inégalité qui, jointe à la suivante 
donne 



--<U„,V,„-UV<?, 
2 2 



-ci<W„-LV<7; 
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cette double inégalité, vérifiée à partir de n = 2 m, exprime que 
W,| a pour limite UV. 

Le théorème précédent a été démontré pour la première fois 
par Cauchy (*) dans le cas où les deux séries sont absolument 
convergentes; Mertens (^) a fait voir qu'il subsiste en supposant 
seulement Tune des deux séries absolument convergente. 

Si les deux séries de terme général Un et r„ sont absolument 
convergentes, il en est de même de la série de terme général iv„; 
car, en appelant cLn et p„ les valeurs absolues de Un et t»,,, les séries 
de terme général a» et ^„ étant convergentes par hypothèse, il en 
est de même de la série de terme général 

ir/i= «!?«-*- «iPii-l -+-...-+- ŒnPl, 

et comme on a 

on en conclut que la série de terme général iv,i est absolument 

convergente. D'ailleurs, dans ce cas particulier, il est facile de 

vérifier le théorème de la multiplication des séries en considérant 

le tableau 

UiVi-h UiVfi- ai (^3 H- wi i't -f- . . . 

-h Mj l'i -h Ms i^i -h «1 t^s -*- ■ • • 

-f- M3 i^l -t- Ms l'i -4- . . . 



il suffit d'égaler la somme des lignes à celle des colonnes. 



(*) Cours d* Analyse de l'École royale polytechnique {Œuvres complètes, 
2* série, t. III, p. i32-i35. ) 

(^) Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LXXIX, 1876, 
p. 182-184. La démonstration que nous donnons est empruntée à E. Pruvost et 
D. PiBRON, Leçons d'Algèbre, t. I, p. 3 29-330. 
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EXERCICES. 

I** Soient m» le terme général d'une série convergente et «« un nombre 
positif croissant avec n et augmentant au delà de toute limite; si Ton 
pose 

5,1 = ai Wi 4- aj 1*5 -H . . . + an «/,, 

le rapport -^ tend vers zéro pour n = oo. 

KnONECIkKR. 

îi" La série 

«1 aj fls 



f-i-ai (I 4- ai)(n- aj) (i -l- ai)(^i-i- aj){i -h ag) 

où ai, as, ..., an désignent des nombres positifs, est convergente. 

H. Laurent. 
3** Si dans la série positive 

W| -h aj-f- Mj-H. . . 

chaque terme est moindre que le précédent, cette série est convergente 
ou divergente en même temps que la suivante 

Cauchy. 

4° Une série positive de terme général Un est convergente si, a^ étant 
une fonction positive de n, la relation 



n ^ ^'* l 



I 

IH 



\ 



est vérifiée à partir d'une certaine valeur de n. 

GlUDICK. 

5° La série 

a-^c (a -h c)(aa-f- c) (a -f- c). . .(/la -f- c) 

6-i-c (6 -hc)('26-i-cj *" (6h-c).. .(/i6 -vc) 

dans laquelle les nombres a, b, c sont positifs est convergente pour a < 
et divergente pour a^b, 

Catal.\n. 
6" Si la série positive 

I I I 

1 h. ..H h... 

«J Cil an 

est divergente, Sa désignant la somme de ses n premiers termes, faire voir 
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que la série 



I 



a,5f .a,5{ ansP 

est convergenle pour/?> i et divergente poury?^i. 
7** La série 



AllEL. 



ar-f-3 (x-h'i){x-^5) (a? -+- 3)(a: -h 5)(jf -4- 7) 

où a: n'est pas un entier impair négatif, est convergente et a pour somnne x. 

Sarrus. 
8" Étudier la série 

b-{-c (b-^ c)(h -f-?.c) (6-H c)...(6-h ne) 

a-^c (a-h c){a-h-?.c) '" {a -h c). , .{a -*- ne) 

et la sommer lorsqu'elle est convergente. 

Catalan. 

9* La série 

v/a — '/a -!- ^a — /a -h ... , 

où a désigne une constante positive, est-elle convergente? Quelle est la 
nature de sa somme? 
Étudier la série 

{yâ — ya)-4-(v/a — v^a)-f-. . .. 

L\GL'ERRE. 

10" Démontrer que si la valeur absolue du nombre 7 est inférieure à 
l'unité, on a 



1-H 7* i-f- 7* 1-4-76 
7 7* 7» 

H ' -4- ^ -h.. 


1 — 7 

_ 7 


1 — r/« 


7' 
9' 


1 -H 7 1 -4- 73 I -4- 7« 


1 — 7 


Jacobi. 
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SÉRIES A TERMES VARIABLES. 



Soit 

Ml 4- Mj -h. . . -h Wn^- . . . , 

une série dont les termes sont des fonctions continues, ou discon- 
tinues mais finies, d'une variable x et, de plus, convergente pour 
toutes les valeurs de x appartenant à un intervalle (a, 6) j com- 
pris a et 6; alors, o- désignant un nombre posiûf arbitrairement 
petit, pour chacune de ces valeurs de x on peut déterminer un 
entier positif m tel que, à partir de n=:m, le reste R/i(j:) satis- 
fasse à la double inégalité 

-j<R„(j:)<a; 

r entier m dépend d'ailleurs de o- et de la valeur de x choisie ; dans 
le cas où il est indépendant de la variable, c'est-à-dire lorsque, 
pour toutes les valeurs de x appartenant à Tintervalle (a, b) y 
compris a et 6, on peut déterminer un même entier m tel que, à 
partir de n = m^ la double inégalité précédente soit vérifiée, on 
dit que la série est uniformément convergente dans Vinter- 
valle{a^ b). Dans une telle série, l'approximation finit par devenir 
indépendante de la valeur de ^ que l'on considère dans l'intervalle 
(a, 6), puisque, quand on calcule la somme des n premiers termes, 
n étant égal ou supérieur à vn, le reste est inférieur à o-, quel que 
soit JT dans cet intervalle ('). 



(') Celte défînition de la convergence uniforme est celle adoptée par la plu- 
part des analystes contemporains et notamment par Heine, Weierstrass, J. Tan- 
ncry, Jordan, Picard, elc. Cependant Darboux et Dini ont préféré choisir une 
définition un peu plus générale bien que moins naturelle. — Ko//* Jules Tanneuy, 
Introduction à la théorie des /onctions d'une variable, p. i33-i34. 
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Soit, par exemple, la série 

XX X 



considérée par Paul du Bois-Reymond (*); on a 



(/i — lar-h i)(/iar -f-i) n — \x-\-\ n,x->r\ 
d'où 

La série est convergente pour toute valeur de x appartenant à 
l'intervalle (o, a), en désignant par a un nombre positif; en effet, 
elle a pour somme zéro pour a: = o, et l'unité pour toute autre 
valeur positive de x ; dans ce dernier cas le reste a pour expression 

««(') = ï^.-= 

pour j?= -> quelque grand que soit /i, ce reste se réduit à -; 

on ne peut donc pas déterminer un même entier m tel que, à partir 
de /i= m, pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle 
(o, a), le reste soit inférieur à un nombre positif arbitrairement 
petit; par suite, la série n'est pas uniformément convergente dans 
cet intervalle, bien qu'elle soit convergente pour toutes les valeurs 
de j: qui y sont comprises. Au contraire, dans un intervalle (a, 6), 
on a toujours 



et si l'on détermine m de manière que, pour n = m, la fraction 

soit moindre qu'un nombre positif a- arbitrairement petit, 

pour toute valeur de n égale ou supérieure à m, le reste R/i(x) 
sera inférieur à or, quelle que soit la valeur de x dans l'intervalle 
(a, 6); la série est donc uniformément convergente dans cet 
intervalle. 

La notion délicate de convergence uniforme est récente; elle a 



(') Antriltsprogramm. p. a'î. 
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élé formulée d'abord par Stokes (*) et Seidel (2), puis par 
Cauchj (*); mais ce sont les travaux de Weierslrass, Thomé, 
Heine qui en ont révélé l'importance (*). 

Théorème. — Une série dont les termes sont fonctions d'une 
variable x est absolument et uniformément convergente dans 
un intervalle (a, b) quand, pour toutes les valeurs de x ap^ 
partenant à cet intervalle, les valeurs absolues de ses termes 
sont inférieures ou égales aux termes correspondants d^une 
série positive convergente à termes constants. 

Il est d'abord évident que la série à termes variables est absolu- 
ment convergente dans l'intervalle (a, b)\ car, si Un est son terme 
général, la série des valeurs absolues 

|Wi|^-lWî|-i-. ..-+-!"«!-+-. •. 

converge pour toute valeur de x appartenant à cet inlervalle, ses 
termes y étant, d'après l'énoncé, inférieurs ou égaux aux termes 
correspondants d'une série positive convergente. 

Soit maintenant Ty, la sommé des n première termes de la série 
positive à termes constants; on a 

• W/i+l i -+- I Un-^i I -h. . .4- I Un+p \ % T;,4-/»— T,,. 

Or, o* désignant un nombre positif arbitrairement petit, si l'on dé- 
termine un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

il en résulle, à plus forte raison, 

(j 
|w„+i-i-a,n.j-}-...H- Un^p\ < -, 



(«) Transactions of the Cambridge philosopliical Society, t. VIII, 18 '19, 
p. 533-583. Le Mémoire de Stokes date de iS47- 

( ' ) Abhandlungen der mathematisch-piiysikalischen Classe der koniglich 
bayerischen Akademie der Wissenschaften, t. V, 1847, p. 879-394. 

(3 ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, 
l. XXXVI, i853, p. 434-439- 

(*) Voir Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, iSôC), l. LXVI, 
p. 334, et t. LXXI, 1K70, p. 3j:>. 
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c'esl-à-dîrCy Rj,''x) élanl le reslc de U série à termes variables li- 
mîté â soD /i*** terme, 

maïs, poor toute valeur de x appartenant à rinterii-alle (a, 6), on 
peut prendre p suffisamment grand pour que, à partir de n = m, 
la double inégalité 

soit satisfaite, puisque la série à termes variables est convergente : 
on en déduit 

et cette double inégalité élant vérifiée, à partir de /i = m, quelle 
que soit la valeur de x appartenant à l'intervalle (a, 6), on en con- 
clut que la série à termes variables est uniformément convergente 
dans cet intervalle. 

Le théorème précédent, attribué à Weierslrass ('), permet de 
reconnaître facilement si une série est en même temps absolument 
et uniformément convergente; celle dernière propriété est, d'ail- 
leurs, généralement impossible à constater directement, car Tétude 
du reste est presque toujours impraticable. 

Ainsi, X désignant une variable positive non nulle, la série 

ai H as — — . . . -4- «rt r- . . . , 

dont les termes sont des fondions discontinues de x pour les va- 
leurs entières de celte variable, est uniformément convergenle dans 
tout inlervalle, si la série 

aj-{-aj-h...-T-a„-h.. . 

est absolument convergenle (*). 



(•) Voir Matliematische Werke, p. 202, et Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques et astronomiques, 2* scric, l. V, 1881, p. i58, en note. 

(2) G. Darboux, Mémoire sur les fonctions discontinues dans les Annales 
scientifiques de l'École normale supérieure, 2" série, t. IV, 1876, p, 80. 
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Théorème. — Une série f{x) dont les termes sont fonctions 
continues d'une variable x dans un intervalle (a, b) et qui est 
unijormément convergente dans cet intervalle a pour somme 
une fonction continue de la variable dans le même intervalle. 

En eflet, soît 

f(T)=:Sn(x)-hî{n(x); 

pour deux valeurs x et Xq de la variable inlérienres à Tintervalle 
(<7, b), on a 

Or la série considérée est uniformément convergente dans Tin- 
lervalle (a, 6), on peut donc, si petit que soit le nombre positif o-, 
déterminer un entier positif /7Z tel que, pour /i = m, et quels 
que soient x et Xq dans Tintervalle {a, 6), les doubles inégalités 

— ^ <R/«(^o)< 2» 

soient vérifiées; d'autre part, S,n{x), somme de fonctions con- 
tinues dans Tintervalle (a, b), est elle-même continue dans cet 
intervalle; on peut alors déterminer un nombre positif p tel que, 
a: variant dans l'intervalle (x^ — p, ^o4- p), on ait 

— ^ < S,„(r)— S,«(3ro)< ^; 

en ajoutant les trois doubles inégalités précédentes après avoir 
changé les signes de la première, on voit que, pour toutes les 
valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— p < j- — a-o < p, 

on a 

-^</(^)-/(^o)<cr; 

la fonction f{x) est donc continue pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et 6; de plus, d'après les hypothèses faites sur 
S/n(jc) et Rm(^)» on reconnaît sans peine que/(j:) est continue à 
droite pour :c = a et continue à gauche pour x= by par suite, la 
G. 3 
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somme de la série considérée esl continue dans i'înlervalle (a, ft). 
La réciproque du lliéor»*me précédent n'est pas exacte. La 
somme d'une série dont les termes sont fonctions continues d^une 
variable peut être continue sans que la série soit uniformément 
converj:enle. Soit, par exemple, la série sui\ante indiquée par 
Cantor 






la somme de cetle série : est continue, même pour jr = o, et 

cependant la série n'est pas uniformément convergente dans un 
intervalle comprenant zéro, car le reste 



Rf'-r » = — 

1 — I /l -t- I t-JT- 



se réduisant à - pour x = » si grand que soit n, on ne peul 

pas déterminer un entier positif m tel que, à partir de n = /il, ce 
reste de%ienne en valeur absolue arbitrairement petit, quel que 
soit X dans rinlervalle considéré. 

Séries entières. 
L ne s/'rir entière e<t une série de la forme 

les coefficients Gq, <ïi, a^: . - ., n^,. . . . étant des constantes. 

Les séries entières jouissent de propriétés analogues à celles des 
polvnômes entiers; aussi, elles oui une importance capitale en Ana- 
Ivse. On esl même parvenu, à rexemple de Lagrange (*), à fonder 
toute la théorie des fonctions sur la considération de ces séries (^). 

TuiioRÈME. — Une série entière dont les termes restent finis 
pour a: = Xo est absolument et uniformément convergente 



(•) Théorie des fonctions analytiques {Œuvres de Lagrange, t. IX). 
( = ) Ch. Mer AT, Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale et ses applica- 
tions s^êométriq ues . 
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dans tout intervalle ( — a, -^ a) dont la limite a est inférieure 
n Xq en valeur absolue. 

Soit 

une série enlière; si les termes de cetle série restent finis pour 
a: = JTo-» on peut déterminer une constante positive A supérieure 
à leurs valeurs absolues; par suite, en supposant la valeur ab- 
solue de X au plus égale à celle de «, on a 

! a I" 

1' -^0 I 

ainsi, dans rinlervalle ( — a, -Ha), les valeurs absolues des termes 
de la série enlière sont inférieures aux termes correspondants 
d'une progression positive convergente, elle est donc absolument 
et uniformément convergente dans cet intervalle (p. 63). 

Th^:orème d'Abkl. — Une série entière convergente pour 
une valeur positive Xq de x est absolument convergente pour 
foutss les valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— a"o < ^r < .ro, 

et uniformément convergente pour toutes les valeurs de x telles 
que ion ait 

— j-o < ^ î .ro. 
Soit 

«0 -^ a^x ->r- a^^x^' ■^- ...^ a,iX'^ -\- ,.. 

mie série entière; si elle est convergente pour j: = Tq, ses termes, à 
partird'un certain rang, tendent vers zéro, ils restent donc finis et, 
d'après le théorème précédent, la série est absolument et uniformé- 
ment convergente pour toutes les valeurs de x intérieures à l'inter- 
valle ( — Xoy -\-Xq). Il s'agit maintenant de prouver que la con- 
vergence uniforme s'étend jusqu'à la limite Xo de l'intervalle; or, 
il suffit, pour rétablir, de démontrer que la série est uniformé- 
ment convergente dans l'intervalle (o,^o)« Soit alors X=.XQt\ 
quand x varie de o à a:©, la nouvelle variable t varie de o à i, on 
est donc ramené à étudier dane l'intervalle (o,i) la série 

b^-^bxt-^bit^'-^,.,-\-bnt^ ^,,., 
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OÙ b„ est égal à anX^; si Ton représente par R/i(^) le reste limité 
au n**"* terme, comme la série est convergente pour t = ij en 
désignant par <t un nombre positif arbitrairement petit, on peut 
déterminer un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

-J<R»(i)<J. 

d'où, à plus forte raison, quel que soit/?, 



<J <T 

et, par suite, 



en posant 

tp = bn-\- bn+i -+-... -H 6rt-»-/>-r, 

d^ailleurs 

R;,(0 - R«+/,(0 = *««" -+- ^«-*-i '"■*■* +...-4- ^/.-Hp-1 ««-^^-S 
c'est-à-dire 

égalité dont le second membre peut se mettre sous la forme 

Les coefficients des sommes 5|, 53, ..., 5p sont positifs ou nuls; 
d'autre part, ces sommes sont toutes comprises entre et -> 

en les remplaçant d'abord par - , puis par — - > on obtient 



d'où, à plus forte raison, 



^<R«(0-R»^p(0<^- 



mais, pour toute valeur de t appartenant à l'intervalle (o, i), on 
peut prendre p suffisamment grand pour que, à partir de /i = /w, 
la double inégalité 



~~<R„^p(0<^ 
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soit salisfaile, puisque la série entière en t est convergente; on en 
déduit 

et cette double inégalité étant vérifiée, à partir de n = m, quelle 
que soit la valeur de t appartenant à Tintervalle (o, i), la série 
entière en t est uniformément convergente dans cet intervalle; 
la série entière en x est donc uniformément convergente pour 
toutes les valeurs de x telles que Ton ait 

On en conclut que, pour toutes ces valeurs, la somme /(x) de la 
série est continue, puisque ses termes sont des fonctions conti- 
nues (p. 65); par suite, six tend vers Xq^ la fonction /(x) a pour 
limite la somme de la série pour x =Xq. 

Le théorème fondamental qui précède a été donné par Abel 
dans son célèbre Mémoire intitulé : Recherches sur la série 

monstration que nous venons d'exposer est due à Lejeune 
Dirichlet(*). 

Il ne faudrait point croire qu'une série entière convergente 
pour x = Xo, l'est nécessairement aussi pour x= — Xq] par 

exemple, la série 

X ar* x^ 
I a 3 

convergente pour x = i, ne l'est plus pour x = — i ; en outre, 
celte série entière, bien que convergente pour x= i, n'est pas 
absolument convergente pour cette valeur. 

Théorème. — Deux séries entières qui ont même somme 
dans un intervalle ( — a, 4-û) sont identiques. 

Soient 

«0 -I- «i ^ -+- «1 a?* -h . . . -*- a» a?" -I- . . . , 

60 -h ^i a? -f- ^, ^> -4- . . . -h 6»ar« -h . . . , 

(») Œuvres complètes, éd. L. Sylow et S. Lie, t. I, p. 323. 
(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, a* série, t. Vil, 1862, 
p. 333-255. 
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deux séries enlières qui ont la même somme /(x) dans un inler- 
valle ( — «, -4- «); la série 

ao— bQ-h(ai^ bi)x -h. . .-^ {Un— bf,)x'*-r-. . . 

a une somme nulle pour toutes les valeurs de x intérieures à Tin- 
tervalle ( — a,-\-a) et en particulier pour x^=o, par suite la 
différence a© — ^o est nulle; la série peut alors se meltre sons la 
forme 

eu posant 

la fonction g{x) s'annule pour ^ = o et, comme elle est continue 
pour celte valeur de la variable, o* désignant un nombre positif 
arbitrairement petit, on peut déterminer un nombre positif p tel 
que, pour toutes les valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— p < :f< p, 
on ait 

-cr<^(^0<'; 

or, si la différence a^ — bi n'était pas nulle, en prenant pour t 
qui est arbitraire la valeur absolue de celle différence, il s'ensui- 
vrait que l'expression 

x[ai— bi-i- ^(^)] 

ne serait pas nulle pour toutes les valeurs de x, autres que zéro, 
comprises enlre — p et + p; par conséquent, on ne peut supposer la 
différence r/| — ^^ différente de zéro, elle est donc nulle et, si l'on 
continuait le même raisonnement, on démonirerait qu'il en est de 
même de toutes les différences suivantes 5 de là résulte l'identité 
des deux séries. 

Rayon de convergence. — Une série entière est toujours con- 
vergente pour x=:o; si elle n'est pas convergente pour x = p^ 
quelque petit que soit le nombre positif 0, il n'y a aucune valeur dex 
non nulle qui la rende convergente cl l'on dit qu'elle a un rayon 
de cotiK^ergence nul. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, on considère 
à partir de zéro les valeurs positives croissantes de x pour les- 
quelles la série est convergenle; ou bien, ces valeurs augnienleiil 
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à l'infini et, la série étant convergente pour toute valeur de x, on 
dit qu'elle a un rayon de convergence infini; ou bien, ces va- 
leurs demeurant finies, on peut toujours trouver une constante à 
laquelle elles restent toutes inférieures; comme elles sont crois- 
santes, elles ont donc une limite R et alors, la série étant conver- 
gente pour toutes les valeurs de x intérieures à l'intervalle 
( — R, 4- R) et ne Tétant pas pour toutes les valeurs de ^exté- 
rieures, on dit qu'elle a un rayon de convergence égal à R; elle 
est d'ailleurs convergente ou non pour j: = z!= R (*). 

La règle de d'Alembert, ou celle de Cauchy, permet souvent de 
déterminer le rayon R. En effet, la valeur absolue de -^^^ ou de \/a,i 
a généralement une limite X pour /z=oo; dans ce cas, la série 
entière est convergente à l'intérieur de l'inlervalle ( — T' "^ t) 
et ne l'est pas pour les valeurs de x extérieures à cet intervalle, 
car si la valeur absolue de x est supérie,ure à .-> les termes finissent 
par augmenter indéfiniment en valeur absolue; la série est d'ail- 
leurs convergente ou non pour x = zh r , on a donc 

Intervalle de convergence. — \J intervalle de convergence 
d'une série cnlière est l'intervalle ( — R, -f- R) détermine par son 
rayon de convergence R. 

Dans tout intervalle («, b) compris dans son intervalle de con- 
vergence, une série entière est absolument et uniformément con- 
vergente, sa somme est continue et ne change pas quand on inter- 
vertit l'ordre des termes. 

Quand pour les limites -|- R et — R la série est convergente, 
alorselle est uniformément convergente dans l'intervalle( — R,H-R) 
et sa somme y est continue, mais elle n'csl pas nécessairement 
absolument convergente pour»r = rb R ; par suite, pour ces valeurs 
de la variable, la somme peut varier si l'on modifie la disposition 
des termes. 

( ' ) La notion de rayon de convergence esl due à Cauchy. 
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Fonction transcendante entière. — On appelle fonction trans- 
cendante entière toute fonction transcendante définie par une 
série entière de rayon de convergence non nul. 

Séries dérivées. — Soit 

f{x)=. «0 -^ «1 ^ -t- «1 ^* -^ • • . -+- anX"-^, . ., 
une série entière; les séries 

f\x)= !«! -f-2rtjar -f- Saaa?*-!-. . .-H ;ia„x»-» -h. . ., 
f'(x)= 1.2 ai -h 2.3a3ar-+-. . ,-h n{n — i ) a„ a?»-* -h . . ., 
••? 

formées au moyen des dérivées premières puis des dérivées 
secondes . . . des termes de la série primitive f{x)j sont diles 
les séries déris^ées def[x). 

Théorème. — Une série entière et ses séries dérivées ont 
même rayon de convergence. 

Soient 

f{x)=. ao-H aij: -h aja:*-f-.. . 4- a,, ar" -h . . . 

une série entière de rayon de convergence non nul R, et x 
une valeur quelconque de la variable intérieure à l'intervalle 
( — R, +R); si Xq est un nombre positif supérieur à la valeur 
absolue de x et moindre que R, la série étant convergente lorsque 
la variable est égale à jtq, on peut déterminer une constante po- 
sitive A supérieure aux valeurs absolues des termes pour cette 
valeur de la variable; on a, par suite, 






n-\ 
y 



et l'on en conclut que la série dérivée est convergente pour toute 
valeur de x intérieure à l'intervalle ( — R, -h R). Elle ne l'est pas, 
au contraire, pour toute valeur de x extérieure à cet intervalle; 
en eflet, dès que n dépasse le plus grand entier contenu dans \x\^ 
l'inégalité 

se trouve vérifiée; ainsi, quand le terme général de la série dérivée 
tend vers zéro, il en est de même, ù plus forte raison, du terme 
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général de la série primitive; il en résulte que, si la première série 
était convergente pour une valeur x^ de la variable extérieure à 
l'intervalle ( — R, + R), la seconde le serait à l'intérieur de l'in- 
tervalle ( — X|, 4--Pi) et, par conséquent, pour des valeurs de x 
supérieures à R en valeur absolue. La série 

f'(x)= iai-+- aajx-f- ^a^x^-h. . .H- na^ar^-^-f-. .. 

a donc même rayon de convergence que la sériey"(^). En raison- 
nant sury'(:r) comme sury"(j:), on voit que la série 

f'(x)= 1 .2aj-4- îè.Saja:-»-. . .h- n(n — i)an^^~^-h. . . 
a également même rayon de convergence R et ainsi de suite. 
Soit réciproquement 

a© -t- ai a? -h «t a:* -h . . . -t- crrt^« -I- . . . , 

une série entière de rayon de convergence non nul R; la série 
X x^ x^ x^-*-^ 



«0 — I- «1 h ai -—-+-... -h a« 

I 1 6 



dont elle est la série dérivée, a le même rayon de convergence. 
£n effet, d'abord elle converge pour toute valeur de x intérieure à 
l'intervalle ( — R, H- R); car, dès que n dépasse le plus grand 
entier contenu dans \x\^ l'inégalité 



^/i-»-i 



n • 



< \anx"\ 



étant vérifiée, les termes de cette série deviennent inférieurs en 
valeur absolue aux termes correspondants de la série dérivée. Le 
rayon de convergence R' de la seconde série n'est donc pas nul, 
puisqu'il est au moins égal à R; il ne peut alors différer de R, 
sinon la série dérivée n'aurait plus R pour rayon de convergence, 
mais R'. 

On déduit de ce qui précède qu'une série entière et ses séries 
dérivées ont même rayon de convergence, qu'il soit différent de 
zéro ou nul. 

Si une série entière est convergente pour une des limites de son 
intervalle de convergence, la série dérivée n'est pas nécessaire- 
ment convergente pour celle valeur de la variable, bien que les 
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rayons de convergence des deux séries soient égaux. Ainsi, la série 



X x^ J*" 

— -f- -r -h. ..-4- -r- 
I » -2* /l» 



est convergente pour x = i tandis que, pour celte valeur, la série 

dérivée 

X jr"~* 



I 

2 



est divergente. 

Dérivées successives d'une série entière. — Soit 

f {x) — aQ-\- a^x -haîX'-h. . .-h «« x«-f-. . . 

une série entière de rayon de con\ergence non nul; si R,i(x) est 
Je reste correspondant à la somme des n premiers termes S„( jr), 
pour deux valeurs x et Xq de la variable intérieures à l'intervalle 
de convergence, on a 

R„(J7) — R,,(j^o) x» — Tl :r«+i — j-i'+ï . 

= ûfi -T- (l:i-hl ' ~ h . . . , 

X — Xf) X— Xo X — ./ 

or, 

^n y'' 

X — Xo 

par conséquent, en appelant /-un nombre positif inférieur au rayon 
de convergence et supérieur aux valeurs absolues de x et de Xq, le 
coefficient de a,, a une valeur absolue moindre que nr"~* ; de 
même, celui de ^/,_^i a une valeur absolue pluspelitc que (n + i) i'" 
et ainsi de suite; de sorte que, a„ étant la valeur absolue de a„, 
chacun des termes du second membre a une valeur absolue infé- 
rieure au terme correspondant de la série positive 

n a„ /'«-» -f- ( /i -h i) a„-^i /'«-»-..., 

mais, ce développement tend vers zéro quand /z devient infini, car 
c'est le reste de la série positive convergente 

«1 -+- "î 3J2 r -h 3a3 r^-\-,, .^ 

formée par les valeurs absolues des termes de la série dérivée y*' (x:) 
pour la valeur r de x\ alors, g- désignant un nombre positif arbi- 
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trairemenl petit, on peut déterminer un même entier m tel que, 
pour /i = m, on ait 

ff ^ R,«(.r) — R,«(a7o) ^ <r 
o a:* — Xq 5 

et aussi, S)^(^) étant la somme des m premiers termes de /' (jr), 

-^< S;„(:ro)-/'(To)<?; 

d'autre part, on peut déterminer un nombre positif p tel que, 
X variant dans Tintervalle (jt© — p, x^-h p), on ait 

- 3 < F=:^; ^-("^«^ < 3 ' 

si l'on ajoute ces doubles inégalités, on voit que, pour toutes les 
valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— p <^ — a:o <p, 
on a 

/'(x,)-,<>Mii/i-£^</'(x,) + .. 

La dérivée de / {x) pour x ^= Xq est donc f (xq). 

Ainsi, à l'intérieur de son intervalle de convergence, une série 
entière a pour dérivée sa série dérivée et, comme on peut raisonner 
sur cette dernière série de la même manière que sur la série pri- 
mitive, on en conclut qu'une série entière est indéfiniment déri- 
vable à l'intérieur de son intervalle de convergence, ses séries 
dérivées y représentant ses dérivées successives. 

Application. Équation différentielle linéaire du second ordre. — 
Une équation diflerentielle linéaire du second ordre est une rela- 
tion telle que 

où figurent une fonction y de la variable x et les deux premières 
dérivées dej^ par rapport à x. 

Nous allons démontrer que si les coefficients /(x) ct^(x) sont 
développables en séries entières convergentes 

/(a7)= aj-h aij:-+-a2a:2-i-. . .-h a^a?"-*-. . ., 

g[x)— by)-^b^x ^ biX'- -f- . . . -4- /;„ x-'' -h . . . , 
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Téquation diOerentielle peut êlre vérifiée identiquement par une 
série entière de la forme 

les deux constantes Aq et \y étant arbitraires; nous établirons en- 
suite que la série précédente converge à l'intérieur de Tinlervalle 
( — I, + i), lorsque les séries /( a;) et gi^x) sont supposées abso- 
lument convergenles pour x =dz i , condition toujours réalisable 
au moyen d'un changement de variable. 

Si l'on prend d'abord les dérivées première et seconde de la 
série ^, puis que l'on substitue dans l'équation difTérenlielle, on 
obtient, en annulant les coefficients des puissances de x^ 

2.3X3-4- 2ao^^ï-H(«i-H- 6o)^M-i- ^1^0= o, 



-f-(a«^,-h 6n-s)X,-f- 6n-îXo= o, 



ces équations déterminent successivement X2, A3, ...,)«;,, ... en 
fonction des constantes arbitraires 7vo et A|. Il reste maintenant à 
prouver que la série de terme général \nX^ est convergente à 
l'intérieur de l'intervalle ( — i, +1); or, soient a et 6 denx 
nombres positifs respectivement supérieurs aux sommes des séries 
positives convergenles 

I «0 I -h i ai I 4- I a, i -4- ... -h I a„ I -r ... , 
|«»oK|Ôli-4-|^j|-+-...4-|6«|-h..., 

on a nécessairement 

a>|a»|, h->\hn\\ 

soient, de plus, Ao et Â| deux nombres positifs égaux ou supérieurs 
aux valeurs absolues de Xo et A| , si l'on considère les équations 

1 .2As= a Al -h 6A0, 

2.3A3= 2aA4-f-(a-f-6)Ai-»- 6A0, 



(n — i)/iA|» = (n — i)aA„_i-4-[(/i — 2)a-f.6]Art_, 

-+-[(/i — 3)a4-6]A„-,-i-...H-(a-h6)AiH- 6Ao= o, 
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on voit sans peine que ces équations déterminent des nombres 
A2, A3, . . . , A/t, . • • tous positifs et tels que Ton ait 

A;»>|X„|: 

mais la relation qui détermine An peut s^écrire 

(n — i)nA„ 

= a[(/i — i)A«-i-f-(/i — 2)A.a-i-f-. . .-f-A|]-HÔ(An-iH- A«_,-h. ..-hAo), 

en changeant n en n — i , on trouve 

(n — a)(/i — i)A„_, 

= a[(/i — 2)A«_,H-(/i --3)A;,_3-f-...-f- A,]-h^(Art-.j -h A«_* -+-... -i-Ao), 

et si Ton retranche cette équation de la précédente, on obtient 

(/i — i)nA«=(/i — i)(a-+-n — 2)Art_,-hôArt_,. 

Il suffit donc de prendre a supérieur à 2 pour que A^ soit supé- 
rieur à Art_i ; or 



A;^2 _ ^ ^ A;,,t 

Xn ~ a-h n — JL {n — i){a-h n — a) A« 

et puisque le rapport -~^ est moindre que l'unité, il en résuite 
que, pour n = 00, la limite de -~^ est l'unité ; par suite, si r est 
un nombre positif inférieur à i, la série positive 

Ao-f- Air-hAir»-i-...-h A„r»-4-... 

est convergente; il en est donc de même de la série entière 

pour toutes les valeurs de x intérieures à l'intervalle (— i, 4- 1). 
Si l'on se reporte aux équations qui permettent de déterminer 
les coefficients Xa, X3» • • •? ^vn • • m on constate que la valeur de X« 
est de la forme 

Xrt= Xotta-h XiP/,, 

en désignant par a« et ^n àes fonctions des coefficients a©? «1 > • • • ^ 
60, 6i, ... ; pourX4 = o, ).o= ï, on a X„ = a„; de même In^^pn 
pour Ao= o, A| = i; par suite, les séries 

u = «0 -*- «1^? -4- aia:»-f-. . .-*- a«ar»-l-. . ., 
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sont convergenles pour toutes les valeurs de x intérieures à Tin- 
tervalle ( — i , -h i) et la forme générale des solutions de réqualion 
différentielle développables en séries entières est 

Les mêmes raisonnements s'appliqueraient à une équation diffé- 
renlicllc du /i'*'"'^ ordre 

seulement les calculs seraient plus longs (*). 

Série binomiale. — On donne le nom de série hinomialc à la 
série entière 

m m {m — i ) . m (m — \). . .( m — n -^\) 

•^ 1 i.'i I . i . . . /i 

dont le rayon de convergence est Funité. Si Ton prend sa dérivée, 
on voit qu'elle vérifie la relation 

soit 

5 = (n-.r)'«, 
on trouve 

z'{\ -h j^) = m-, 
par suite 

zy—yz'=o, 

d'où, A désignant une constanle, 

quand x s'annule, les deux fonctions jk et z se réduisent à runîlé; 
la constanle A est donc aussi égale à l'unité, et l'on a, pour toute 
valeur de ^ comprise entre — - 1 et + i et pour toute valeur ra- 
tionnelle de m (2), 

/ N.« '^ m(m — . 



(>) Nous avons adopte dans ce qui précède le mode d'exposition de Tanîïkry 
et MoLK dans leurs Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, 1. 1, p. 9:1-96. 

(^) Voir M. CfODEFnGY, Sur la formule du binôme dans MatfiesiSy a* série. 
I. 1\, iS()(^, p. 3î)-'|i. 
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Il reste à examiner le cas où la valeur absolue de x est égale à 
Tunilé; si l'on pose alors 

/ m -1- I \ / /Il ->- I \ / m -h I \ 

on peut mettre la série binomiale sous la forme 

y = ao, — aix-h OîX^ — . . .-f- (— i)«a;,a7'»-i- 

Lorsque n croît, les coefficients a fi finissent par avoir tous le même 
signe, car le rapport 



a,i^i n — m 
lend vers Tu ni lé. 

Soit d'abord x = — i ; la série se réduit à 
ao-\- «1-4-.. .-hâr„-f-. . ., 
et la limite, pour w = oc, de l'expression 

est égale à /w + i ; par suite, les termes finissant par être de même 
signe, pour/w-l-i^i la série est convergente, tandis que pour 
m -^ i<^ï elle ne l'est pas ; mais, dans le premier cas, d'après le 
théorème d'Abel, la limite dey pour x = — i est égale à la somme 
de la série pour x =^ — i ; on a donc 

m mini — 1) , , mim --\)...{ni — n-y-\) 

i \.'i 1 . 2 . . . /i 

Soit maintenant j? = + i ; la série binomiale devient 

Uq rt, H- «2 — •••-+-(— 0'*^/I"*~- • •» 

el, à partir d'un certain rang, les termes sont alternativement po- 
sitifs et négatifs; si l'on suppose m + i^o, leurs valeurs absolues 
ne vont pas en décroissant, car 

an m -h I 



là série n'est donc pas convergente. Elle l'est, au contraire, pour 
//i + I ]>o; en effet, la relation précédente montre que, dans cette 
hypothèse, les valeurs absolues des termes finissent par décroître; 
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de plus, elles tendent vers zéro, car, p étant un entier positif su- 
périeur à m, on peut écrire 

/ m-^iX / m-4-r\ / /n-+-i\ 
or, pour toute valeur entière et positive de y, l'inégalité 

est vérifiée; de là résulte 

S>(-7Tf)(-?^)-(-^> 

et, à plus forte raison, 

le nombre /> restant fixe, le second membre de cette inégalité 
croit au delà de toute limite, quand n augmente indéfiniment, 
par suite a,, tend vers zéro. Si donc on suppose /w + i > o, on a, 
pour la même raison que précédemment, 

m m{m — \) m(m — i)...(m — n-t-i) ^ 

I 1.2 I.'2.../l 

L^application de la règle de Gauss conduit immédiatement aux 
mêmes résultats. 

Si l'on fait m=.-> puis m = — -> on obtient les développe- 
ments suivants, d'un usage fréquent, 

/ « ï • / ...î. 3.5... (9.71—3) ^ ^ ^ 

•2 a. 4 ^ 2.4.b...-2/i ~ ~ 

I I 1.3 . , ^ i.3.5...(a/i— i) ^ ^ 

^ 1 = 1 — -a-^-y-^x»— -...-hC — \Y TA" ^ar^-H..., — i<arli. 



y/|_}_^ '2 '2.4 a. 4.6.. .2/1 

Lorsque m est entier, le développement est limité, et, en po- 

h 
sant .r = — > on trouve 
a 

(a -\- 6)"» = a'« -H —«'«-> b -f- ^^^^^~"'^ a^-'6«H-...-i-6^: 
I 1.2 

c'esilsL formule du binôme. Les termes équidistants des extrêmes 
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ont les mêmes coefficients, car le développement de (a-f-t)"» 

doit être identique à celui de (b -t- a)'". Tous les coefficients sont 

évidemment entiers. En changeant 6 en — 6, le développement 

devient 

/ »v ^ . w ni(m — i ) ... y X . 

(a — 6)'« = a'« a"*-» 6 H :a'«-«6« — . . . H-(— iV«6'w. 

I I.'2 ^ ' 



Polynômes de Legendre. — Si Ton pose 

1 



J^ = 



on a 

\ ^ itx -\- f^ = \ — t{ix — t)^ 
par suite 

2 2.4 

2.4.6.. .2/1 ' 

Soient r la valeur absolue de /, et p celle de x\ lorsque Ton 
développe les parenthèses et que l'on effectue les multiplications, 
la série des valeurs absolues des termes ainsi obtenus devient, 
le groupement primitif étant rétabli, 

' / N '-3 ., X. 1.3. 5. ..(2/1 — 1) „, 

2 ^ '^ ' 2.4 ^ '^ "^ 2. 4. 6.. .2/1 V r / 

cette dernière série est le développement de 

1 
[i-r(2p4-/')r»; 

elle est convergente pour 

r^-f- 2pr — I <o, 
OU 

'•<— p-t- /p*-+-I. 
La série considérée est alors absolument convergente pour 

U|<-|^l + V^a7«-4-I, 

et sa somme ne change pas quand on intervertit Tordre des termes. 
Or, si l'on ordonne par rapport aux puissances croissantes de /, le 

G. 6 
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coefficient de f^ a pour expression 

i.3...(2 n — i) i.3...(2n — 3) ar^-« i.3...(2/i~5) a:"~* 

1.2.. .71 I.2...(/l— 2) 2 I.2...(/l— 4) î*4 

I , ^ I.3...(2n — 2/? — l) T"-^P 

-{.( — i)p 1 i- i h..., 

^ '^ l.2...(/l — 2/?) 2.4.6.. .2/> 

le dernier terme différant suivant que n est pair ou impair^ le dé- 
veloppement de^ peut donc se mettre sous la forme 

jr = Xo-H X|« -4- X,<» + . . .-+- X„««-f-. . .. 

Les coefficients des puissan(:es successives de t sont les polynômes 
de Legendre (* ). Ces fonctions se présentent dans la théorie de 
l'attraction des corps sphériques et, pour cette raison, Gauss (*) leur 
a donné le nom àe fonctions sphériques, désignation qu'elles ont 
conservée en Allemagne; étudiées d'abord par Legendre dans ses 
Recherches sur V attraction des sphéroïdes homogènes (^), elles 
ont été depuis l'objet de nombreux travaux (*). 

Le polj^nôme X„ peut s'écrire 



_ i.3...(2/i— r) r ^ n(n—\) a^-'t /i(/i— i)(/i— 2)(/i— 3) x»-» 

'^ "" 1.2. ..71 L ^'^ — ' '-* (2/1 — l)(2/l — 3) 2.4 

(2/1 — 0(2/1 — 3). ..(2/1 — 2/?-^l) 2.4-6.. .2/7 

Mais 

1.3. 5. ..(2/1 — i) __ 2/1(2/1 — i)...(/i-f-i)^ 
I.2.3.../1 ~~ 2.4.6. ..2/1 ' 



...]. 



en effet, en supposant cette identité vérifiée on constate aisément 
qu'elle subsiste lorsqu'on y remplace n par /i -f- i ; or elle a lieu 
pour n = \, /i=2, ..., elle est donc générale. Par suite, le 



(^) On trouve le développement précédent dans les travaux, de Laplace et de 
Legendre sur l'attraction des sphéroïdes et la figure des planètes: Mémoires de 
Mathématique et de Physique tirés des registres de l'Académie royale des 
Sciences, 178a, p. i38, et 1784, p. 371. 

(») Cari Friedrich Gauss Werke, t. VI, p. 648. 

{^) Mémoires de Mathématique et de Physique présentés à l'Académie 
royale des Sciences par divers savans, t. X, 1785, p. 4ii- Le Mémoire de Le- 
gendre, bien que publié seulement en 1785, est d'une date antérieure à 1782. 

(*) Voir E. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. 
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lerme en x'^'^p du produit 2.4*6. . .2/iX,i a pour expression 



. .2/1(2/1 — l). . .(/l -f- l)/l(/l — l). . .(/l — 2/> -h l) X" 



-ÎP 



(a/i — i)(2/i — 3)...(2/i — 2/?H-i) 2.4.C...2/? 

c'est-à-dire 

(—!)/> ^^^"'^"(^—/^"^ ') (an — 2/?)(2/l~2/>-l)...(/l — 2/>-H)a?^-«/% 

OU encore 

/i(/i— ■!)... (/i—|>-l-i) d^x^^-^P 



(-!)/> 



I . 2 . . ./? é/jT'* 



on en conclut que le produit a.4*6. . •2nX,i est la dérivée n^^"*' 
du polynôme 

I 1.2 

. /i(/i — i).-.(/i — o-h i) ,^ ,,. 

4- (— I )/' — ^^ ar*"-»/' -h ... ; 

1.2.../? 

on a donc 

X ^ ^ d^jx^ — i)'^ ^ 

' '* 2.4.6. ..2/1 rfa?" ' 

formule remarquable due à Olinde Rodrigues (*). 

L'équation X;2= o a ses n racines réelles, inégales et comprises 
entre — 1 et 4- i . En effet, soit 

z = (a?*— i)"; 

la fonction continue s a /i racines égales à — 1 et /i racines égales 
à -h I, par suite z' a /i — i racines égales à — i , n — i racines 
égales à -h I et, d'après le théorème de Rolle, une racine a^ com- 
prise entre — 1 et 4-1; il résulte de là que 5" a n — 2 racines 
égales à — I , n — 2 racines égales à + i et, d'après le théorème de 
Rolle, une racine bi comprise entre — i et ai et une racine 62 
comprise entre a I et +1; en continuant toujours ainsi, on voit 
finalement que z^'*^ et par suite X,,, a ses n racines réelles, inégales 
et comprises entre — i et *f- 1 (^). 



(*) Mémoire sur l'attraction des sphéroïdes, dans la Correspondance sur 
l* École royale polytechnique, t. III, 181 4-i 816, p. 36 1 -385. 

(') Ce résultat a été trouvé par Legendrc dans ses Becherches sur la figure 
des planètes ( Mémoires de Mathématique et de Physique tirés des registres 
de V Académie royale des Sciences^ 1784, p. 374-376). 
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Trois polynômes consécutifs vérifient la relation de récurrence 

(n 4- i)X,n-,— (2/1 -M)arX„4- /iX,|_, = o, 
car en dérivant par rapport à ^ la fonction 

1 



r = 



/l 2 tX -h /* 

on a 

(i — itx -h t^)y-\-{t — x)y = o, 
c'est-à-dire 

(i — itx-ht^)[Xi-+- 2X,«-h...-+-(/n-i)X„+i<'»-+-...l 

■+-(* — ar)[Xo + X, f -H. . .-+- Xn^'» -h . . .] = o, 

et si Ton annule le coefficient de /", on trouve immédiatement la 
relation à établir. 

Le polynôme X^ vérifie une équation différentielle linéaire du 
second ordre. Soit, en effet, 

z =(x* — i)"; 

on obtient en prenant la dérivée logarithmique 

z' _ 7.nx 
z ~ x^ — I 
OU 

z'i^x^— i)= inzx\ 

si maintenant on dérive (/i + i) fois les deux membres de celle 
égalité, on trouve 

(ar«— i)z(«-^»^-|- 2j:^(«-^ï'— /i(/n- i)-5^«J=: o, 
par suite 

{x^-i) X;-+- -iarX;.- n{n + i)X„ = o, 

c'est l'équation différentielle des polynômes de Legendre (• ). 

Série hypergéométrique. — On donne le nom de série hyper- 
géométrique à la série entière 

i.Y i.2y(y-hi) 

i.a... /iy(y-m).. .(y-+- 'ï — I) "'* 



( * ) LcgcQclrc la donne dans ses Exercices de Calcul intégral sur divers ordres 
de transcendantes et surjes quadratures, t. II, p. 287 . 
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OÙ a, p, Y désignent des nombres qui ne sont pas des entiers né- 
gatifs; cette série remarquable a été considérée pour la première 
fois par Gauss (*) dans l'un de ses plus beaux Mémoires; après 
lui, d^minents analystes, Kummer, Riemann, Schwarz, Appell, 
Goursat, en ont fait le sujet de savantes recherches (2). 

Le rapport du terme de rang /i -+- 2 au précédent a pour ex- 
pression 

/i* -h ( a -f- p ) /i -h a[} 

sa limite, pour n = 00, est égale à ^; la série hypergéomélrique 
a donc l'unité pour rayon de convergence. 

Si l'on a ^ = I , les termes finissent par devenir de même signe ; 
l'application de la règle de Gauss à la série des valeurs absolues 
donne alors les résultats suivants : 

1° a-hp — Y — i>>o. Les termes augmentent indéfiniment en 
valeur absolue. 

2** a-f-^ — V — 1 = 0. Les termes ont une limite non nulle. 

3" a+p — y — i<;o. Les termes tendent vers zéro. 
La série est convergente quand a, p, y vérifient l'inégalité 

a-f- P — Y<o, 
et seulement dans ce cas. 

Si l'on a x = — i, on voit que le rapport d'un terme au précé- 
dent finit par devenir négatif quand n est suffisamment grand ; les 
termes sont donc, à partir d'un certain rang, alternativement 
positifs et négatifs; d'«iprcs ce qui précède, ils ne tendent vers 
zéro que si l'on a a -f- p — y — i < o, et, dans ce cas, on sait que 
leurs valeurs absolues vont en décroissant; la série n'est donc 

convergente que pour 

a 4-p_Y — i<o; 

elle n'est d'ailleurs absolument convergente que si l'inégalité 

an-p — Y<o 
est vérifiée. 

. { ') Disquisitioncs générales circaseriem injinitam i h — x-\-,.. {Cari Frie- 
drich Gauss Werke, t. III, p. ia3). 

(^) Un résume historique et critique de ces travaux a clé publié parPapperilz 
dans les Sitzungsberichte der natunvissenscha/tlichen Geseltschaft Isis in 
Dresden, 1889, Mémoire 4. 
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La série hypergéométrique est un cas particulier de la sérié 
plus générale 

(l-ya)(,-yp) (,_y«)(|_y«^i)(,-yP)(,_yP-H) 

(i-y)(i-gY) (i-^)(i-7*){i-yr)(i-^Y^i) 

dite 5^r/^ rfe Heine (* ) ; on la retrouve, en effet, si Ton fait q = i 
dans cette dernière série. 

Lorsque la série hypergéométrique est convergente, on désigne 
sa somme par 

Une telle fonction s'appelle une fonction de Gauss; les constantes 
a, p, Y sont ses paramètres. 

La fonction F (a, p, y,^) est symétrique par rapport à a et P; 
on a donc 

L^importance de la fonction F(a, (3,^, a;) tient à ce qu^elle 
représente la forme générale des fonctions transcendantes entières 
usuelles; il suffit pour les obtenir d'attribuer aux paramètres des 
valeurs convenables. 

Les dérivées successives de F(a, p, y, x) sont susceptibles d'être 
mises sous une forme simple; on a d'abord 

F'=^F(a + i,p-^i,Y-M,:r); 
de même 

et ainsi de suite. 

La fonction F(a, j3,Y, ^) vérifie une équation différentielle 
linéaire du second ordre qu'il est facile d'établir de la manière 
suivante : si l'on pose 

^ ^ a(g-hT)...(g -4- 71 — i) PO -hi ) . . .( P -I- 71 — I) 
I .2. . ./l Y( Y 4- i;. . .(Y H- 71 — l) 



(*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematikj t. XXXIl, i846, 

p. 210. 
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OD voit que le coefficient de x'^ dans chacune des fondions 

F, F', a: F', xV% x^Y\ 
I 
a pour expression 

(g + nXP^») n(.-^n)(P-^n) „(„_,)a 

or, en multipliant ces coefficients respectivement par ap, — y, 
a+P-f-i, — I, -f-i et ajoutant, on trouve un résultat nul, donc 

(a?« — a?) F' 4- [(a H- p H- i)a? — y! F'-<- «P ^ = «; 

c'est l'équation différentielle de la série hypergéomé trique (*). 

Si a: = — 1 , on doit avoir a -+- P — Y < — i ; pour ic = i , l'équa- 
tion différentielle se réduit à 

et il faut que a, p, y vérifient encore l'inégalité a + p — y < — i ; 
car, dans ce dernier cas, il n'est pas nécessaire que F'' converge, 
il suffit que son terme général ait une limite. 

DeuK fonctions de Gauss sont dites contiguës lorsque deux de 
leurs paramètres sont égaux, les troisièmes paramètres ne diffé- 
rant que par une unité. On les désigne, pour abréger, par F 
suivie d'une parenthèse où l'on indique seulement l'élément qui 
a varié d'une unité. Il existe quinze relations linéaires distinctes 
entre la fonction F et deux quelconques de ses contiguës. Nous 
nous bornerons à démontrer la relation particulièrement utile qui 
existe entre F, F(y — i) et F(y-hi). Si l'on considère le terme 
général de ^F'(y -f- 1), on constate immédiatement que 

a:F(YH-i) = T[F-F(Y-hi)], 

d'où, par dérivation, et en tenant compte de la relation précé- 
dente, 

:r«F'(Y + i) = Y[(Y-i)F(Y-i)-2YF-+-(Y + i)F(Y-f-i)]; 

si Ton remplace maintenant F'(yH-i) et F''(Y-f-i) par leurs 
valeurs tirées de ces relations dans l'équation différentielle 

(ar» — a7) F'(y -h I) -h [(a 4- P -i- i)a: — (y-M)] F'(YH-i^ -h ap F(y4-i) = o, 
(») Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 207. 
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on trouve 

ï[(Y-0-(aï-«-P-0^]F 

On obtiendrait les quinze autres relations linéaires par un procédé 
absolument semblable (*). 

Lorsque a: = i , la relation ci-dessus devient 

-f(^_a_P)F(a,p,Y,,) = (Y-a)(Y-p)F(a,p,YH-i,i) = o; 
on doit supposer alors a -|- p — y < o. 

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 

Théorème. — Si f{x) est la somme d'une série entière de 
rayon de convergence R, on a 

/(^ + M =/(^) -^ 7 /'(^) ■+- /^ /'(^) -+-. . .+ ^;^^ 

pour toutes les valeurs de x et de h vérifiant les inégalités 

|a:|<R, |A|<R-|ar|. 

Soit 

on en déduit 

/(a7-f- A) = ao-f- ai(a: -t- A) -h aj(a7 4- /i)*-f-. ..H- a,i(x-h A)«-H. . . , 

et celte série est absolument convergente, si la valeur absolue de 
X -\- h est inférieure à R; d'autre part, ses termes sont dévelop- 
pables suivant des séries entières convergentes telles que 

mais, en désignant par /', p et a^ les valeurs absolues respectives 
de x^ Il et a„, Ja série positive de terme général 

a„(r-+-p)«= a^r^-h ~a„r''-»p-h ^ g;, /•«-» p* H- . . . 



(») Voir E. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, a* ctl., t. I, p. ioi<-io3. 
C'esl d'après cet excellent Ouvrage que nous avons donné la démonstration pré- 
cédente. 
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est convergente si l'on a 

r-Hp<R; 

par suite, d'après le théorème des séries de séries, 

pour toutes les valeurs de x et de h vérifiant les inégalités 

|a7|<R, |A1<R-|^|. 

La série f{x •+■ h) peut d'ailleurs être convergente pour d'autres 
valeurs de h que celles indiquées. Soit, par exemple, la série 

= I — ar-H a?* — .. ., 



i-har 

dont le rayon de convergence est l'unité; on a 
I I /i A» 



\ -^ X -\- h~ \->rx (i-ha?)* (i-\-x)^ 
mais 

f I I 



I -h 37 -H A I -i- j? h 



par suite, la série précédente est convergente, non seulement 
pour les valeurs de h satisfaisant à l'inégalité 

mais encore pour celles qui vérifient l'inégalité moins restrictive 

\h\<\i-\-X\. 

L'étude des fails de ce genre constitue l'importante théorie de la 
continuation des fonctions (* ). 

Formules de Taylor et de Mac Laurin. — Soit/(A') une fonc- 
tion explicite d'une variable. Si Ton suppose d'abord cette fonction 
définie par une série entière de rayon de convergence R, pour 



(') Voir Tanneuy cl Molk, Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, 
t. I, p. 7'^-ioo. 
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deux valeurs x et j7o de la variable satisfaisant aux inégalités 

|ar„|<R, |ar — a:o|<R — larol, 
on a 

/(^)=/(^o)+^^Wo) 

Si Ton suppose maintenant que/(x) est une fonction quelconque, 
dérivable ainsi que ses n premières dérivées dans un inter- 
valle (a:o> ^)î on peut se proposer d'obtenir un développement 
limité analogue au précédent; soit alors \ un coefficient à déter- 
miner de manière que Ton ait, en désignant par p un entier 
positif, 

ou 

/(x)-/(a;<,)-^:=^/'(a:.) 

-^-^7X^V(-.)-...-^-f£^>'(:r.)-X(x-:r.)P=o; 



si l'on considère la fonclion 



o(0 =/(x) -/(O - ^V'(0 



_ (^IziI>(,)_..._(£zi£l>».(o-X(x-0'', 

1.2 J ^ ^ 1.2.../f' ^ ^ ^ ' ' 

obtenue par la substitution de ^ à â::o àaj\% tous les termes, mais 
non dans \ cette fonclion ©(/) est dérivable pour les valeurs de / 
comprises entre x^ et x^ car les fonctions qui la composent le sont 
dans cet intervalle; d'ailleurs, en dérivant ç(^), tous les termes 
se détruisent mutuellement, sauf les deux derniers, par suite, 

' * 1.2. . .71 "^ ' '^^ 

mais (p(^) s'annule pour r == Xq et pour i = x, sa dérivée s'annule 
donc, d'après le théorème de Rolle, pour une valeur inlermé- 



III. — SERIES A TERUES VARIABLES. Ql 

diaire Xq + ^x — ^o> le nombre 6 étant compris entre o et i ; de là 
résulte 

— ^^ " ^^"^"^^ " ^ ^"^ f^-^^^xo-h^x -- XQ)'h'kp{x - Xo)P-Hi — e)P-> = o, 

d'où 

(x — Xo)'^^^(i — ^)'^-^^-P 



en désignant par R(^) le reste, c'est-à-dire le produit X (x — ^o)^; 
par conséquent on peut poser 

/(^)=/(a7o)-+-^^V'(^o) 

c'est la formule de Taylor. Celte formule suppose seulement 
que f{x) et ses n premières dérivées sont dérivables dans l'inter- 
valle (^o> ^); il n'est pas nécessaire que la (n -j- i)»^"« dérivée soit 
continue dans cet intervalle, il suffit qu'elle y reste uniforme et 
finie. L'expression générale du reste trouvée précédemment est 
due à Boche et à Schlômilch (* ); si l'on y remplace p successive- 
rnent par /i -h i et par i, on en déduit deux formes nouvelles 

(ar — a7o)^-n(i — 6)^ 



La première a été donnée par Lagrange dans la Théorie des fonc^ 
lions analytiques ( =*) et la seconde par Cauchy dans ses Exercices 
de Mathématiques {^). 

Il faut et il suffit, pour que/(j?) soit développable en série pro- 
cédant suivant les puissances entières du binôme x — Xq^ que 
cette fonction reste indéfiniment dérivable dans l'intervalle ( j?0) ^) 
et que, pour toutes les valeurs de x appartenant à cet intervalle, 
le reste de. la formule de Taylor tende vers zéro, quand n croît 



( * ) Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 2* série, t. III, i858, 
p. 271 et 384. 

(2) Œuvres de Lagrange, t. IX, p. 83-8'». 
(^) Œuvres complètes^ 2* série, l. VI, p. 4o-42- 
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indéGniment (*); car, dans ces conditions, la série de terme 
général v^"" ^o) yf/»)(^^^) est convergente, la somme de ses n + i 
premiers termes /(a:) — R (:r) ayant pour limite /(x); alors 

/(^)=/(^o)+^^V'(^o) 

c'est la série de Toylor (^). 

Si l'on fait a;Q = o dans la formule de Taylor, on obtient la /or- 
mule de Mac Laurin 

f^x) =/(o)+ y/'(o)+ ^y^o)^-. . .-f. -^-_/(«)(o)^- R(a:), 

formule qui exige seulement que la [n -f- 1)'«"* dérivée soit uni- 
forme et finie dans l'intervalle (o, x). Quand la fonction /(jc) est 
indéfiniment dérivable dans Tintervalle (o, x) et que, pour toute 
valeur de x appartenant à cet intervalle, le reste de la formule de 
Mac Laurin tend vers zéro lorsque n devient infini, on a 

/(^) =/(o)+ 7/'(o)-+- ■^/'(o) + . . .+ — ^/^'*^(û)-+- . - 

c'est la série de Mac Laurin ('). 

La méthode que nous avons suivie, pour établir les formules 
de Taylor et de Mac Laurin, est duc en principe à Hommersliam 
Cox (*) et à Roiiché. 

Application. Dérivée n'*''"*' d'une fonction de fonction. — On 

peut déduire de la formule de Taylor l'expression de la dérivée 

(') Ces deux points ont été Tobjet d'importantes recherches de Pringsheîm dans 
\es AfathematUche Annaleti, t. XLII, 1893, p. i53-i84, t. XLIV, 1894, p. 4i-56 
et 57-82. Voir aussi : Eunesto Pascal, Esercizi e note critiche di Calcolo infi- 
nilesimale, p. 176-214. 

(') Methodus incrementorum directa et inversa, Londini, 1717, prop. 7, 
théorème 3, p. 3i-23. 

{^) A complète System of /luxions, Edinburgh, 1742. Traité des fluxions, 
traduction du père Pezenas, 17^9, t. II, p. 180-187. 

(♦) Tke Cambridge and Dublin matlienialicalJournal, t. VI, i83i, p. 80-81. 
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d'ordre n d'une fonction de fonction. Soit, par exemple, 

une fonction développable de x^\ si l'on pose 

u = x'^y 
et 

la dérivée /i'^'"®de/(a:') par rapport à x est le coefficient de — ; 

dans la série entière en A* 

/(a-hX-)=/(a):+-^7'(^)+^/'(")-H...+ 77^/"*H«) + ...; 

série que l'on peut ordonner par rapport à A, d'après le théorème 
des séries de séries {voir p. 88). Il reste à développer les puis- 
sances successives de k afin de calculer dans chacune d'elles le 
coefficient de A'*; il n'y a pas lieu d'ailleurs de considérer les 
puissances A''''^% Xr"'*"^, . . . , puisque h est en facteur dans k\ or, 
si l'on forme le développement 

m(m — i). . .(m — p H- i) ^ ^ , 1 

1.1.,. p ^ ^ y 

on voit que le coefficient de A'' dans k"^ s'obtient en faisant 
m-^p:= rij c'est-à-dire p = n — /n, par conséquent il est égal à 

ce coefficient s'annule pour toutes les valeurs' de m non supé- 
rieures à —^^^; si donc on écrit l'expression dej^^"^ en commen- 
çant par les dernières dérivées dey(a), on trouve 

n(n — i)...(n — 2dh-i), . ,„rf„ „w \ 

I.2.../> \ / J 

cette formule est susceptible d'importantes applications. 

Développement en série entière d'une fonction d'une variable. 
— Une fonction explicite d'une variable /(x) ne peut être déve- 
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loppée en série entière, dans un intervalle ( — a, -f- a), que d'une 
seule manière (p. 69). La formule de Mac Laurin donne théori- 
quement ce développement; il faut et il suffit, pour qu'il soit 
valable, que la fonction soit indéfiniment dérivable dans Tinler- 
valle (o, j?) et que, pour toute valeur de la variable appartenant 
à cet intervalle, le reste mis sous l'une ou l'autre des deux formes 

R(ar) = —^ i/^«+*^(Ôar), R(a7) = ^- rJ_a7«-vi/(«+i)(ea7), 

^ ' l.-2...(/H-l)*' V /» X / 1.2. ../l -^ 

ait pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. 

Il y a souvent avantage à étudier d'abord la convergence de la 

série de terme général — /^"^o); si l'on constate qu'elle est 

divergente, la fonction n'est pas développable; si l'on reconnaît, 
au contraire, qu'elle est convergente, on s'assure que le reste de 
la formule de Mac Laurin tend vers zéro pour /i = 00. Il ne suffît 
pas, en effet, comme le croyait Lagrange, que la série soit conver- 
gente pour qu'elle représente la fonction /(:r), car si, étant con- 
vergente, le reste de la formule de Mac Laurin avait une limite 
non nulle g(a?), elle aurait pour somme/'(:r) — ^(a;)etnong^(^); 
d'ailleurs Cauchy a donné de ce fait un exemple que nous citerons 
plus loin. 

Une fonction dont la dérivée /i*""* reste toujours, dans l'inter- 
valle (o, a;), inférieure en valeur absolue à un nombre positif A, 
quelque grand que soit n, est développable dans cet intervalle; 
car, si l'on désigne par r la valeur absolue de x, on a 

|R(:r)|<A— ^, 



d'où l'on conclut que R(^) tend vers zéro, la série de terme général 



r« 



1.2. 



— étant convergente. 



Il est presque toujours impossible de développer une fonc- 
tion /(a:) en série entière au moyen de la formule de Mac Lau- 
rin (*). En effet, la recherche de la dérivée w""' présente ordi- 

(*) « La formule de Taylor n'a jamais servi à découvrir un nouveau développe- 
ment en série; elle est impuissante à donner tous ceux qui sont déjà connus, 
mais elle a une grande importance analytique. » (H. Laurent, Traité d* Analyse, 
t. I, p. 91-92.) 
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naîrement de grandes difficultés et, de plus, Tétude du reste est en 
général impraticable; même dans des cas très simples, on est 
conduit à des calculs pénibles ou délicats, alors qu'il est souvent 
facile de les éviter par l'emploi d'une méthode directe. 

Le procédé suivant, dont nous ferons plusieurs fois usage, est 
particulièrement commode. Il consiste à déduire le développement 
de/(^) de celui def^(x) supposé connu. Soit, effectivement, 

si l'on considère la série de terme général 



n-h I 



dont le rayon de convergence R est le même que celui Aef'{x) 
(p. 78), la somme de celte série ayant pour dérivée /'(^), elle 
ne diffère de f{x) que par une constante que Ton détermine en 
faisant 07 = o; on trouve ainsi que cette constante est égale à/(o), 
on a par suite 

_ - X x^ .r"-*-! 

f{x) =/(o)-+- ao 7 -H a, -- -4-. . .-h ««— — -^. - m 



I 2 



pour toute valeur de x intérieure à l'intervalle de convergence 
( — R, -hR); le théorème d'A.bel permet de décider si ce déve- 
loppement s'étend aux limites — R et 4- R de l'intervalle. 

Lorsque le procédé qui vient d'être indiqué ne réussit pas, on 
peut chercher à établir directement, au moyen des théorèmes gé- 
néraux sur les séries, la possibilité de développer en série entière 
la fonction donnée /(^) dans un certain intervalle; si l'on y par- 
vient, en posant 

/(a?) = ao+«i^-4-«îa?'-+-..., 

il ne reste plus qu'à effectuer le calcul des coefficients indéterminés 
Oo, ^1, . . •,a,,, . . .; or, R étant le rayon de convergence delà série 
y(^), les séries dérivées 

f'{x) — lax +20)07 -hS^sa?» -h..., 
/'{x) = 2.ias+ 3.20337 + 4. 3ava?*-h. .., 



sont toutes convergentes à l'intérieur de l'intervalle ( — R, H- R); 
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en particulier, pourx= o, on trouve 

«o=/(o), flt = 7/'(o), a, = -^/'(o), ...,an=j;^/«Mo), -.., 

relations qui déterminent les coefficients éZo, ai, a^, • . . , a;,, . . . , 
quand on peut calculer les dérivées successives de f{x) pour 
a: = o. Si Ton connaissait, par exemple, la somme f{x) de la 
série de Lambert, la méthode précédente donnerait l'expression 
générale d'un nombre premier (p. 53). 

Enfin, l'application du théorème des séries de séries permet 
parfois d'effectuer le développement d'une fonction en série en- 
tière dans le cas suivant. Soit y une fonction développable en 
une série convergente telle que 

les termes, pour une valeur positive de la variable ;r = Xo, étant 
développables en séries entières absolument convergentes 

«0,0 -H «0,1^0-*- «O,»*^? "*"• • •H-«0,n^o "♦-•••? 

ai,o-H aj,iaro-*- ai,tar5 -H. . .h- aj.nxj H-. . ., 



2trt,o-t-a/i,ja7o-l-an,ia?J -h. . .-!-«„,„. rj- 



si la série positive de terme général 

I «/i,o ! + I «/»,i ^0 1 -t- I «/i,î arj I + . . . 
est convergente, en posant 

\n = «0,/»+ «l,rt-l-«î,/i-+-- • .H- «rt,i»-H. . ., 

la série entière de terme général X^j:" est convergente pour 
a; = a?o ; elle est donc convergente, d'après le théorème d'Abel, à 
l'intérieur de l'intervalle (— x^^ + ^o), et la fonction y est déve- 
loppable suivant la série entière 

Théorème. — L^ inverse de la somme d'aune série entière de 
premier terme non nul est développable en série entière. 

Soit d'abord 
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une série entière où les valeurs absolues des coeffleients sont au 
plus égales à Tunité; cette série est évidemment convergenle pour 
toutes les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — i , + i). Or, on 
peut toujours calculer des nombres ^Q) ^u • * • 7 ^/n • • • ^^^ q^^ 

la série 

«{/(ar) = 1 + Pi ar -4- PjX* -h . . . 

soit convergente à l'intérieur de l'intervalle ( — 5, + j) et vérifie 
l'égalité 

ç(ar)4/(ar) = i; 

en eflet, les équations 

a, H- pi =0, 
«î-Haipi-+-Pi =0, 

••••■••• > 

a» H- a^-ipi -H. . .+ a, P^-i + P^ = o, 
• > 

déterminent successivement les coefficients ^1, |32, • • ., ^/i, . . ., 
et, comme la valeur absolue de a,, est au plus égale à l'unité, on en 
déduit 

iPiKi, IP«i<2, iPsK^», ..., ip«i<2«-i; 

la série ^(^) est donc absolument convergente à l'intérieur de 
rintervalle ( > + - j ; on en conclut que, dans ce même inter- 
valle, la fonction (p(^) ne s'annule pas et que son inverse peut être 
développée en série entière. 

Soit maintenant /(^) une fonction développable suivant la série 

entière 

ao-Haia?-4-ata?*-+-. . . 

de rajon de convergence R, le premier terme ^o n'étant pas nul; 
pour une valeur positive Xf^ de x inférieure à R, on peut déter- 
miner un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

\anX'i\<\ao\; 

alors, si r est une constante inférieure à Xq et au plus petit des 
nombres 



^« I â /l ^H i A ''» I '"tV\ ^^0 I 
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en posant 



on a 






mais, quel que soit /i, la valeur absolue du coefficient de f^ reste 
inférieure à l'unité ; par suite, d'après ce que Ton vient de voir, "ttj; 

est développable en série entière dans l'intervalle f » + r )' ^* 

plus petite des valeurs absolues des racines de l'équation 

/(T) = 



étant certainement supérieure à -(*) 



Développement du rapport de deux séries entières. — Il résulte 
du théorème précédent que le rapport Cr^ de deux séries en- 
tières est toujours développable en série. 

En effet, si l'on suppose d'abord que le premier terme de y(^) 

ne soit pas nul, le rapport ^:J^ — - est évidemment la somme d'une 

série entière convergente lorsque x reste à l'intérieur d'un certain 
intervalle; pour le calcul des coefficients, on peut employer la 
méthode des coefficients indéterminés ou effectuer la division 
comme si Ton opérait sur des polynômes. 

Si maintenant on suppose nuls les k premiers termes de/*(x), 

le rapport Y/ — \ donne encore naissance à une série entière; car, 

soit 

/{a:)=a:Vi(^), ' 

en désignant par /«(x) une série entière dont le premier terme 



(>) On établit, mais par des considérations étrangcrcs à notre sujet, que la 
plus petite des valeurs absolues des racines de l'équation /(x) = o est le rayon 

de convergence du développement Je » Voir à propos du théorème qui vient 

(rôtre démontré : Jules Tannery, Introduction à la théorie des fonctions d'une 
variable, p. i7'|-i7S, 
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n'est pas nul; le rapport yjA* pour toutes les valeurs de x inté- 
rieures à un certain intervalle, est développable en une série en- 
tière telle que 

«0 -t- ai a? -H éii a?» -+- . . . ; 

par suite, pour ces roémes valeurs de x, sauf la valeur zéro, on a 

g'(T) ao . «t . . «x-i 



J\x) x^ x^-^ " ' X 



-+- ûfjt -f- ak-¥-i X -f- ait-»-î-P* "+■ • • 



Le rapport ^-^ se présente alors comme étant la somme d'un 

polynôme entier en — > croissant indéfiniment lorsque x tend vers 

zéro, et d'une série entière dont la somme est finie quand x devient 
nul. 

Développement d'une fraction rationnelle. Séries récurrentes. — 
On vient de voir dans quelles conditions le rapport de deux séries 
entières est développable en série entière. Un cas particulier 
important est celui où les deux séries se réduisent à deux poly- 
nômes. 

Soient donc 

/(a?) = Ao-+- Aix-f- A,ar«-f-. ..-h A^a?'» 
et 

g{x) = BoH- Bta:-h Bia?»-!-. ..h- ^pXfi 

deux polynômes entiers en :r, premiers entre eux, et de degrés 
respectifs m ei p. Si /(x) a k racines nulles, la fraction ration- 
nelle y~-4 est développable, d'après ce qui a été dit, suivant une 
série telle que 

-ï-*-"n,::i7-H...-^ — — -4-aA-i-aA.4-i^-+-OA+ja7«H-..., 
xtc a;* * X 

et l'on est assuré que ce développement est valable pour toutes les 
valeurs de x comprises dans un certain intervalle, sauf pour la 
valeur zéro. Si f{x) n'a pas de racines nulles, on a simplement 
un développement de la forme 

ff(x^ 

-■^^ = ao+aiar-hai-r^-h..., 
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pour toutes les valeurs de x comprises dans un certain intervalle. 
Dans ce dernier cas, en supposant par exemple m supérieur à /?, 
on peut déterminer les coefficients a©) «n • • • > <^/ij • • • au moyen 
des équations 

Ao^i-h Aiao= ^1» 
Aoaî-4- Ai^iH- Ajao= Bi, 



Açttp -h Aia^^i-H. . . -+- Apao= Bp, 
AoUp+i-h liiap -h. . .-h A^aiH- Ay>4.|ao= o, 

> 

Aoam -h Aiaw-i-H.. .-«- A«-iai+ A«ao= o, 
Ao«/ii-i-i-^ Aia„, -1-...-4- Am-i«i-+- A»,ai = o, 

Les coefficients de la série vérifient par conséquent, à partir d'une 
certaine valeur de n, la relation linéaire 

Aoam-i-/i+ Ala;„^-rt_t^-...^- Am-ian-tH- ^mCln= O; 

celle relation est la relation de récurrence de la série entière 

ao-+- aix-ha^x^-h. . . 

qui est dite récurrente. La suite formée par les constantes 
Aoi Al, ..., A;„, 

s'appelle Y échelle de récurrence de cette série. 

Ainsi, toute fraction rationnelle est développable en une série 
entière récurrente de rayon de convergence non nul. Inversement 
toute série entière récurrente de rayon de convergence non nul 
est le développement d'une fraction rationnelle. 

En effet, soit 

une série entière de rayon de convergence non nul, et dont les 
coefficients, à partir d'un certain rang, vérifient la relation de 
récurrence 

Aort/«+« -+- Al a,„+/,-i -+-...-+- A,;,_i Gn-i 4- A„| a„ = o ; 
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en posant 

le produit de la série entière par le polynôme f{x) est la somme 
de la série entière 

Ao«o-*- (AoûTi-f- Aiao)a? -H (Aoaj-+- Aiai + Ajao)^'-»-' • .; 

or, le coefficient de .r'"'^", qui a pour expression 

Ao ani^n -H A 1 afn-¥n-\ -h ... -4- A„|_| a„_| -4- A/„ a^, 

devenant nul, par hypothèse, à partir d'une certaine valeur de n, 
la série précédente se réduit à un polynôme g{x)\ la série consi- 
dérée représente donc le développement de la fraction ration- 

nelle^J^. 

Les suites récurrentes, dontPusage est continuel dans la théorie 
des nombres, ont été successivement étudiées par Cassini, Moivre, 
Euler, Lagrange (*). 

Application. Fonctions numériques de Lucas. — Soient 



U= - , V= ^-P"" 



j — px-^qx^' ' I — px-\-qx^' 

ces fractions rationnelles sont toutes deux développables suivant 
des séries entières récurrentes ayant un même rayon de conver- 
gence non nul; on peut donc poser 

U = Uo-l-Uia?-4- UiiP»-h...-hUrta:'»-i-..., 
V = Vo-h V,a7 4- V,a?î-H. . .-+- V„ar" + . . .; 

si Ton multiplie chacune des séries précédentes par le dénomina- 
teur commun des fractions rationnelles, on obtient immédiatement 
les relations de récurrence 



(») Cassini, Histoire de l'Académie royale des Sciences, t. I, p. Sog-Sio. — 
MuiYRE, Miscellanea analytica, p. 27. — Euler, Introductio in Analysin infini" 
torum, 1. 1, chap. XIII et XVII. — Laqranqk, Œuvres, 1. 1, III, IV, V. 
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les valeurs initiales de U,i et de ¥« sont d'ailleurs 
Uo=o, Ui==i, 

Vo=2, V|=/>. 

Les fonctions numériques U» et V„, introduites par Lucas (*), 
ont été nommées par lui fonctions numériques du second ordre. 
Ces fonctions, qui présentent une grande analogie avec les fonc- 
tions circulaires et les fonctions hyperboliques, sont d'un emploi 
avantageux dans un grand nombre de questions d'Arithmétique 
supérieure (^). 

La fonction V^ s'exprime au moyen de la fonction U« par la 
formule suivante 

que l'on trouve en annulant le coefficient de rc""*"* dans Téquation 
(2— />a7)U — xY = o. 

Si maintenant on désigne par a et b les racines, supposées 
réelles, de l'équation 

a?* — px -h ^ = o, 

on peut mettre U sous la forme 

a — o\i — ax i — oxj 

les deux termes de cette différence sont développables en séries 
entières de rayon de convergence non nul; par conséquent 

-_ ^"— ^" 
On a pareillement 

xr ï ' 

V= 1 7—, 

I — ax I — ùx 

et, par suite, 

On obtient diverses suites remarquables en donnant aux con- 



(') Nouvelle Correspondance mathématique, t. III, 1877, P* 369-370. 
(') Où trouvera la théorie complète des fonctions numériques du second ordre 
dans la Théorie des nombres de Lucas, 1. 1, p. 3o8-33i. 
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slanles p et q des valeurs numériques particulières. C^est ainsi 
que, pour /?==3, 7=2, on trouve les suites de Fermât, et, pour 
p=Li^q^^ — I les suites de Pell; mais le cas le plus intéressant 
est celui où l'on prend ^ = i , qr = — 1 ; la relation de récurrence 
des fonctions \in devient alors 

la suite correspondante 

o, I, I, 2, 3, 5, 8, i3) 21, ..., 

est dite suite de Fibonacci (*). Le terme général de cette suite 
a pour expression 

La suite de Fibonacci, que Ton appelle aussi quelquefois suite 
de Lamé, possède de multiples et curieuses propriétés. 



EXERCICES. 

1" Les séries 

x^ .r' x^ 



sont-elles uniformément convergentes dans l'intervalle (0,1)? 
1** Étudier les séries 

X x^ .r* ar« 

ai a\ al a'i 

1 I .r I x"-^ 



X — (Il X — iif a^ 



*a ^n 



les nombres non nuls ai, as, .. .| an, • . . croissant avec n. 

Wbierstrass. 



(') // Liber abbaci {Scritti di Leonardo Pisano, éd. Boncompagoi, t. I, 
p. a83-a84). Lamé et Binbt ont été amenés à considérer la suite de Fibonacci dans 
de savantes recherches. 
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3** Démontrer que la série entière 

f{x) z= a^-\- aix -Jf- aiar*-4-.. . 

est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -§- i 
si, en posant 

*« = «0 -^- «I + - • • -+- «/Il 

le rapport 

5o -h ^1 -+-... -f-*rt-l 



tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. 

Frobbnius. 

4*" Étudier la série entière 

, . X \ X^ î X* 

' m i.am(m + i) i .2.3 m(/w -h i )(/?i -t- 2) 

dite série de Legendre, former son équation différentielle et établir la 
relation 

?m(a7)-?m-Hl(a?)= ^(^_^,^ ?m-Hî(^). 

5** Développer suivant les puissances entières décroissantes de x l'ex- 
pression 

Teiposant m étant entier. 

Lagrange. 

ô"" En désignant par Xa un polynôme de Legendre, faire voir que l'équa- 
tion 

/i(/H-i)XJl— (i — a7»)X;«=o 

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — i et -h 1. 

Hermite. 

7** Trois dérivées consécutives du polynôme X^ vérifient la relation de 
récurrence 

(a:i_ï)X<f>-h2(/>-i)a:Xif-»ï-(/i + /?-i)(n-/?-h2)Xi/'-«' = o. 

8° Soit F(a, p, Y, 3c) la somme de la série hypergéométrique, on a 

Y(Y-hi)F(a, p,Y»^)~(ïH-0[ï-(a-^? + t)^]F(«-+-i,P-hi,Y-+-i,.r) 

— (a-»-i)(p-M)a:(i — r)F(a--+- 2, p-4- 2, Y"»-^»^) = o. 

Gauss. 
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g** Si la fonction f{x) est développable dans l'intervalle {XyX-^h), 
démontrer la formule 

/(x-^A)-/(x)=/.[/'(x-^^)-H^(^)V"'(x-*-^)-...]. 

JOURJON. 

lo" Montrer que toute fonction f(x)^ dérivable ainsi que ses n pre- 
mières dérivées dans Tintervalle (o, x)^ peut être représentée par le 
développement 

Jkan Bernoulli. 
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IV. 

FONCTION EXPONENTIELLE. 



On donne le nom de fonction exponentielle à la fonction trans- 
cendante entière déBnie par la série 

X x^ x^ 

H 1 h... H h..., 

I I . a 1 . -2 . . . /i 

dont le rayon de convergence est infini; cette série est dite série 
exponentielle. 

On retrouve la série exponentielle en dérivant ses termes; la 
fonction exponentielle jouit donc de la propriété remarquable de 
se reproduire indéfiniment par la dérivation. 

Soit y(x) la somme de la série exponentielle; toutes ses déri- 
vées lui étant égales, le développement en série de /(x-h/t), 
quels que soient les nombres x et h (p. 88), se réduit à 

/(a?-^A) = /(:r)/(/i), 

résultat que Ton obtiendrait aussi au mojen de la multiplication 
des séries. On en déduit successivement 

f{x)/(x)=±/{2X), Ax)/(2x) = /(3x), ..., /(J7)/(^r^ia:)=/(fix), 

d'où 

Cette relation subsiste quel que soit n. En effet, soit d'abord n = ~ • 
les entiers/? et q étant positifs; on a 



/'{j)=f(P^) = P'(^)^ 
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mais la fonction f{x) est toujours positive, car 
par sult^ 

Soit maintenant n irrationnel et positif; si Ton considère un 
nombre variable rationnel et positif rtk ayant n pour limite, on a 

le premier membre, d'après la défînition même d'une puissance 
irrationnelle (p. i4)) a pour limite /"(:r), et le second, à cause de 
la continuité de la fonction /(^), tend vers f{nx)\ par consé- 
quent, dans ce cas encore, 

/«{ar)=/(/iar). 

Soit enfin n négatif; en posant n = — w, de l'égalité 

/(— mx)f{mx) = /(o) = I, 



on lire 



f(nx)= -7-i =^fn(x\ 



Donc, pour toute valeur de n et de x^ 

f(nx) = /n{x), 

ou bien, en permutant x et n^ 

/(nx) = /^{n); 

on désigne par e la constante /(i), somme de la série positive 







-1 


•+- 


I 

h... 

1.2 


1 , , 


f 




I.'l 


...71 


par i 


suite, poi 


ar 71= I, 










c'esl 


:-à-dire 






/(^) 


= e', 






• 


e-^ = i -t- 


X 

1 


H h 

1.2 


...4- - 

1 


X« 




[.2.../1 



la fonction exponentielle se trouve ainsi mise sous sa forme habi^- 
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tuelie. C*est Newton qui le premier est arrivé à ce résultai (*). 
On peut se demander si la fonction exponentielle est la seule 
fonction présentant la particularité de ne pas être altérée par la 
dérivation. Il est facile de répondre à celte question. Soit, en 
effet, y une fonction vérifiant Téquation différentielle 

la fonction 

est une solution de Téquation précédente, puisque 

j,' = z; 
par conséquent 

d'où, X désignant une constante arbitraire, 

telle est la forme générale des fonctions égales à leurs dérivées. 

La fonction e*, d'après ce qui précède, est positive et crois- 
sante pour toute valeur de X'^ elle reste toujours identique à elle- 
même lorsqu'on la dérive; enfin, elle est susceptible des mêmes 
opérations qu'une puissance, puisque la variable y joue le rôle 
d'un véritable exposant. 

Application. Déyeloppement du polynôme (a4-6+. ..+ /)'". — 
Lagrange (2), dans ses Leçons sur le calcul des fonctions, indique, 
à propos de la fonction e^, un procédé assez inattendu pour oble* 
nir le développement de la puissance m*^*"^ d'un polynôme. 

Le coefficient de x'^ dans le développement de 

g(a-»-fr-i-.. .-!-/) or 

a pour expression 



(^) Analysis per œquationes. , , {Isaaci Newtoni.,, opuscula mathematica, 
éd. Gasiillon, t. I, p. 20-ai et p. 3f8). La mélhode que nous avons suivie pour 
obtenir la somme de la série cxponenlielle est celle qui a élé employée par Gauchy 
dans son Cours d'Analyse de l'École royale polytechnique {Œuvres complètes 
3* série, t. III, p. ioo-io3). 

(') Œuvres, t. X, p. SS-Sg. 
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d^aulre part, si l'on eflectue le produit des séries 



««* = IH 1 

1 I.'2 

, bx b* .r* 
c^* = iH 1 

1 l,'A 



Ix /*ar« 

C''=H H h..., 

f 1.-2 

le coefficient de x^ dans ce produit multiplié par i .2. . .m sera 
égal à (a 4- fr H- . • . + l)^- Or ce coefficient est composé d'autant 
de termes de la forme 

a«^P . . . (^ 

1 .'2. . .a. 1.2. . .p. .. I .a. . .X 

qu'il existe pour a, ^, . • . , \ de systèmes différents vérifiant la 
relation 

a 4- P -+-... -H X = m ; 
on a donc 

(a + ^ -h. . .^ l)m = y I:?i- -^ , a^b^. . ./X, 

^ Jmàl.1..,a 1.2. ..p ... 1.2. ..A ' 

les entiers non négatifs a, ^, • • •) Y ^^^^ ^^'^ V^^ ^^^^ somme 
reste toujours égale à m. 

Limite de Texpression (1+^) pour n = «. — Soit d'abord 

a: positif; il y a lieu de distinguer trois cas : 
1° n est un entier positif. — On a 

(arX» n x n(n — i) x* 

n/ in 1.2/1* 

n{n — i)...(n — m-^i) x"* n(n — i)..,ïj:'* 



1.2.../1 /i'» 



OU 



^L-l)(,-l)...(,-'!L^) - 

\ 71/ \ n/ \ n / i. •?..,. m 

-^('-^)(-7!>-('-^)T:£:7i: 
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les coefficients des puissances successives dex sont tous posilifs 
et leur valeur augmente avec n; les termes du développement 
vont donc en croissant en même temps que leur nombre s'élève, 
mais ils restent toujours moindres que les termes correspondants 

de la série exponentielle ; on en conclut que l'expression / 1 H — j 

a une limite X au plus égale à e^ : d'ailleurs X est supérieur à la 
limite de la somme des m premiers termes du développement de 

(i-\ — j » c'est-à-dire à Sm{x)^ en désignant par SOT(a:) la somme 

des m premiers termes de la série exponentielle; or, on peut 
prendre massez grand pour que le reste e* — Sm{^) soit inférieur 
à un nombre positif arbitrairement petit o-; de là résulte à plus 
forte raison 

o<X-S«(ar)<a; 

la limite de Sm{^) est par suite A, d'où X = e^. Ainsi la limite de 
( ï H" "") po'^r /i = 00 est e* ( * )• 

2® n est fractionnaire ou irrationnel positif. — Si m est la 
partie entière de /i, on a 

\ m-t-i/ \ m-hi/ \ rn-hi/ 

ces deux expressions ajant pour limite e', il en est de même de 

3" n est quelconque et négatif — Enposanf/i = — (m + x), 
on trouve 

(-f)"=(-sr(-=r= 



(*) Cette démonstration est due à Darboux qui la donnait dans le cours 
quMl professait à l'École normale vers i88o; nous l'exposons d'après les Éléments 
de la théorie des /onctions elliptiques de Tanncry et Molk, t. I, p. 101-102. 



mais 



et 
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la valeur absolue de n devenant infinie, m croît au delà de toute 
limite, et Ton voit que, dans ce cas encore, ( ' -i- ~ ) ^^^nd vers e'. 

Soit maintenant x négatif; si l'on fait — x =y et — /i = m, 
on a 

la limite de ( i H — j est par suite c"-?", c'est-à-dire e'. 

Donc, quels que soient o: et /i, la limite de l'expression (i +^) ' 
pour 71 = 00, est e*. 

Limite de rezpression — ^ pour x^z^cc. — On suppose 1 expo- 
sant m positif; soit alors p un entier supérieur à m, on a 

xP 

e'> » 

i.'i. ,.p 

d'où 



la limite de — pour a? = -f- oo est donc nulle. 



nnnr /r = 

Application. — La dérivée tV^'^^ de la fonction 

_ JL 

est la somme de termes tels que 

i_ 

si l'on pose — = /, cette expression devient 






et sa limite est zéro quand t augmente indéfiniment; ainsi toutes 

i_ 

les dérivées de e ^* sont nulles pour x = o. 
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Soit maintenant g{x) une fonction développable en série en- 
tière; si l'on applique la formule de Mac Laurin à la fonction 






on obtient 

le reste R{x) se compose de deux parties, l'une qui provient de 
g(x) a pour limite zéro, et l'autre qui provient de e '''* a néces- 
sairement pour limite e '*, puisque le premier membre est égal 
à g(^x) -h e '*; par conséquent, la série de terme général 

/(«)(o), 



1.2. . ./l 



bien que convergente, représente non pas f{x) mais g{x). Cet 
exemple, indiqué par Cauchy («), montre l'importance de Tétude 
du reste dans le développement d'une fonction en série (p. 94)- 

Polynômes de Hermite* — Soit 
la dérivée /i**'"*'' de^ est de la forme 

en désignant par P» un polynôme entier en x de degré n. 

On appelle souvent les polynômes ainsi défînis polynômes de 
Ilermite, du nom de l'illustre savant qui les a étudiés (^). 

L'équation P„= o a ses n racines réelles et inégales. En effet, 
la fonction continue y s'annulant pour x = — oo et pour j; = 4- cx>, 
d'après le théorème de Rolle y' a une racine au moins, ai, com- 

(') Jiésumé des Leçons données à l* École royale polytechnique sur le 
Calcul infinitésimal {Œuvres complètes, 2* série, t. IV, p. 229-230). 

(') Comptes rendus hebdomadaires des séances de l* Académie des Sciences, 
i. LVIII, 1864, p. g^-g'î- 
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prise entre ces limites pour lesquelles d'ailleurs y s'annule; mais 
alors^ a une racine au moins entre — oo et ^i, et une racine au 
moins entre ai et + oo; en continuant toujours ainsi, on voit fina- 
lement que ^^"^j et par suite P«, a ses n racines réelles et inégales. 

Trois polynômes consécutifs vérifient la relation de récurrence 

P/t+i-4-2arP„-i-2/iP«_i= o; 

car, en dérivant n fois l'équation 

y'-^ixy — Q, 
on obtient 

et il suffit de diviser par e""-*' pour trouver le résultat énoncé. 

Enfin, si dans l'égalité précédente on remplace n par /? H- i , elle 
devient 

yKn-\-\) 4_ 2a7^<'*-»->' -f- 2 ( n -H \)y^^^ — o, 

c'est-à-dire 

d'où 

P; — 2arP;H-2/iP;»=o; 

c'est l'équation différentielle des polynômes Vn* 
Fonctions de Bessel. — On a 

I \2/ I.2\2/ l.2.../l\2/ 

l \2/ 1.2 \2/ l.2...W\2/ ' 

le terme général de la série obtenue par la multiplication des deux 
séries précédentes a pour expression 

[x\^ r '" _ I <"-' j <«-» 

\2/ LI.2.../1 I I.2...(/i — l) 1.2 1.2... (71 — 2) *" 

l /-/i+S f—n n 

I 1.2. ..(/i — l) ^ ' I.2...rtJ' 



e« =1 



Il4 THÉORIE ÉLÉMENTAIRB DES SÉRIES. 

d'ailleurs, en désignant par r la valeur absolue de x et par p celle 
de /, la série positive de terme général 

\i) L1.2.../1 I 1.2. ..(/i — i) 1.2 1.2. ..(/i — a) 

I i.2...(n — I) i.2.../ij 

-fp+-) 
est convergente et a pour somme e^ ^ P^; on peut donc ordonner le 

produit des deux séries e^ ele 'S d'abord par rapport aux puis- 
sances successives de t, puis par rapport à celles de t"^ (p. 4^)9 
on constate alors que le coefficient de /" est 

,,^, (f)- . (-:)" , . (f)" 

^ ' 1.1,, ,n 1 I.2...(/l-4-l) 1.2 1.2...(/l-t-2) 

et celui de /"" 

(-i)«J«(^), 
par suite 

«tV </ = Jo(a:)-+-Ji(iP)/ -f-J,(a:)/» -+-. . .-h J«(a7)/'»H-. . . 
— J,(a?)<-i-+-J,(ar)<-«— J,(a:)<-»^-...; 

en particulier, pour ^ = i , on trouve 

I = Jo(ar) -t- 2 Ji(ir) -i- 214(2?) -h 

On donne le nom àe fonction de Bessel à la somme de la série 
entière 

(irr m , m 1 

i.2...mL i.(m-hi) i.2(m -+- i)(/n -4-2) J' 

dont le rayon de convergence est infini, et on représente une telle 
fonction par Jm(^) (*)• C'est dans un Mémoire sur les pertur- 



(*) La défioition des fondions de Bessel au moyen du développement de l'ex- 

'-(t-'A 
ponentielle c> V '/a été proposée par Schlômilch {Zeitschri/t fur Mathematik 

und Physik, t. II, iSS;, p. 137-165 ). 
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bâtions planétaires (*) que Bessel a été amené à considérer ce 
genre de fonctions; mais auparavant, Fourier, dans sa Théorie 
analytique de la chaleur {^)^ avait étudié la série précédente 
dans le cas où m = o. Les fonctions de Bessel sont appelées par- 
fois aussi /onc^/on5 cylindriques, à cause de leur importance dans 
les recherches relatives au potentiel d'un cylindre; elles se pré- 
sentent également en Mécanique céleste, dans la théorie du mou- 
vement elh'ptique. 

Le terme général de Jm(^) <^st 

(-.) ^^ • 



I.'2.../l.l.2...(m-H/l)' 



si l'on j remplace m par m — i, on voit que le terme de degré 
m -\- 2n — I de J^-i (^) est égal à 

(X yn+tn-i 



I.2.../l.I.2...(/?l-|-/l — I}' 



enfin, si Ton substitue m -h i à m, et /i — i à /i, dans le terme 
général de Jm(^), on obtient le terme de degré m-|-2/i — i de 
J/ii-n(^)» c'est-à-dire 



(-!)"-« 



1.2. ..(n — i).i.2. ..(/n-h n) 



La forme de ces deux dernières expressions montre qu'en ajoutant, 
puis retranchant les termes correspondants de Jto_i(^) Gi3m^i(^)f 
ces fonctions vérifient les égalités 



2 fn 



J,„_,(ar) — Jm+\(a:) = 2J';„(^); 
ces deux relations sont caractéristiques des fonctions de Bessel. 



(') Abhandlungen von Friedrich Wilhelm Bessel, éd. Engelmann, t. I, p. 93. 

(2) Œuvres de Fourier, éd. Darboux, t. I. p. 332. On pourrait faire remonter 
Forigine des fonctions cylindriques jusqu'à Daniel Bernoulli et Eulcr qui les ont 
rencontrées incidemment. 
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La première donne saccessivemenl 

d'où 

•F «F 

c'est-à-dire 

D'autre part, de la seconde relation on tire 

J;„_,(x) — J,„(ar) = ilm-i (^), 

d'où 

en retranchant cette dernière relation de la relation analogue 
trouvée précédemment, on obtient 

j;«(ir)-+-.^Jm(^)-^- M— ^)j'«(^) = o; 

c'est l'équation différentielle des fonctions Jm(^)) dite équation 
de Bessel; elle a été donnée par Bessel dans son Mémoire déjà 
cité sur les perturbations planétaires (*). 

Nombres de Bernoulli. — Soit 
celte expression peut se mettre sous la forme 
La foniMiou — ^- étant développable en série entière de premier 



(') Ahhandhingen von Friedrich Wilhclm I>cssei, Od. Engclinann.t. I, p. g-. 
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terme non nul, il en est de même de son inverse (p. 96-98), 
et, par suite, de y; mais, y ne change pas quand on remplace x 
par — x; il en résulte que Ton peut poser 



d'où 



= i-h 2' Bi 2* Bj 



d-^ — e--»^ 1.?. 1.2. .^.4 

Or 



-(-I)«2Î«B„— ^^-... ('). 



alors, si l'on désigne par z la fonction 

en prenant la dérivée (2/1 4- i)'*"« des deux membres de l'égalité 
on trouve, pour x = 0^ 

2n-+-_l (2n-f- 1)2/1(2/1 -!) ,_,, 

^ «» "^ 1.2.3 • 

(2/l-f-l)2/l „ 
_^ L «J H- zo = 2 /l -+- I , 

1 .2 

mais 

5i»«'=-(— i)'»2*«B„, si,««-*) = ~(-.i)«-»2»«-»B„_„ ..., ^J = 2ÎB,, 

et, en substituant, on voit que les coefficients Bq, B|, Bj, . . . , B„ 
vérifient la relation de récurrence 

I I .2. 3 



, . (2/n- 1)2/1 .„ , ... 
(__i)«-i 1 L ^ïB,-t-(— i)«2/i = o, 



(^) EuLKn, Institutiones Calculi differentialis, partie 2, § 114. 
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relation qui permet de calculer successivement B|, B^, .... On 
obtient de cette manière 



B, = i, 


»- 3V 


"'-i' 


-"k- 


'-â' 


»-|^- 


B,=;, 


B.-S 



Les nombres B,, Bj, ..., B,|, ... ainsi déterminés ont été 
appelés par Moivre et Euler nombres de Bernoulli, du nom de 
Jacques Bernoulli qui en fit usage dans son Ars conjectandi (*). 

La somme des puissances des nombres entiers peut s'exprimer 
au moyen des nombres de Bernoulli. Soit, en effet, 

on en déduit 



d'où 
Or 

mais 

et 






= /l -t- 71* h /l' ;; 

X 1.2 1.2.3 



X ^ x^ ^ x^ 
= I h B, 



C^— I 2 * I.l ^ 1.2.3.4 

on peut donc poser 

y = Uq-^ a^x -\- afX^-h. . .-\-apXP-i-, . ., 
le coefficient Up étant donné par la relation 

n/^» I /i/* Bf nP-^ 



a« = 



'^ I.2...(/?4-l) 2 I.2.../> "^ 1.2 1.2. ..(/> — l) 

d'ailleurs 

yg'=i.2.../7a;„ 



( *) Partie a, chap. III, p. 97. — La table des 62 premiers nombres de Ber- 
noulli a été calculée par Adams, Journal fur die reine und angewandte Mathe- 
matikyX. LXXXV, 1878, p. 269-272. On doit à Ely une bibliographie des nombres 
de Bernoulli; voir: American Journal 0/ Mathematics, t. V, 1882, p. 228-a35. 



IV. — PONCTION EXPONENTIELLE. II9 

par suite, si Sp désigne la somme des puissances j9»««»" des n — i 
premiers nombres entiers, on a 

Ainsi 

I -4-2 -1-3 -»-...-h(n — 1) = 9 

n.^ /i' /i' 

l'-t-2»-H3»-h...H-(/i — l)'= -7 h -r> 

' 5 2 3 3o 



On déduit immédiatement de l'expression de Sp que la limite, 
pour /i = 00, du rapport 

est égale à Ce résultat, entrevu par Archimède, puis retrouvé 

lour à tour par Cavalieri, Fermât et Roberval, est intéressant 
pour rhistoire des origines du Calcul intégral. 

Polynômes de BemoullL — On nomme polynôme de Ber- 
/low///, et Ton représente par Bp{x)^ tout polynôme s'annulant 
avec X et vérifiant la relation 

OÙ p désigne un entier positif ou nul (^). 



(*) Cette formule est énoDcée sans démoastration dans VArs conjectandi 
(p. 97); pour en faire ressortir Tutilité, Jacques Bernoulli prétend avoir calculé 
intra semi-quadrantem horae la somme des 10'***" puissances des mille premiers 
entiers, et il en donne l'expression 

gi 409 934 ^4' 4^4 ^4^ 4^4 ^41 9^4 ^4^ ^o^* 

A l'aide de ce résultat, le lecteur pourra, s'il le désire, vérifier l'assertion de 
Bernoulli. 

(^) Nous avons emprunté cette définition des polynômes de Bernoulli, ainsi que 
l*cxposé de leurs principales propriétés, à un travail d'Appell publié dans les Nou- 
%^ell€s Annales de Mathématiques, 3« série, t. VI, 1887, p. 3i2-3ai. 



B^ X — I — B^ X . 

^U un p^Ajnôme de Aezré m — i; maU. celte diflereoce étaol 
égâile d ^^« ftOD étfçté est />, par saîte m =^+ i, et Fod peut 
(i><Mer 

fti Ton forma alor^ la différence B^(x -;- T — B^f x), en égalant, à 
Vumié le c^^efficient de jr^ et annulant les coefficients des autres 
pUi%Mincf:^ de Xf on obtient 

- Af-t- - — A^= O, 

■■,"^''^""TT~^»"^ — r^3 — ^•-^' 

'/A;,-i-+- 3A^_,-»- 4A;,_,-H...H-/?A|H-(/>-i-i)Ao= o, 
A/^-H A|,_| -h \p. i-h...-+-A|-hAo = o; 

C(î« <!(|iiation» pr*rniellcnl de calculer Aq, A,, ..., A^, et, par 
»uit«, (le diîtcrmincr le polynôme Bp{x). 
Si, duns la rclalion 

B;,(a?H-i) -hj,(x) = xP, 

on rcmpluco J7 succcâsivetnent par o, i, 2, 3, .. .^ n—i, on trouve 

B,i(i)-I5a>(o) =0, 
IJ,,(-i) B,,(i) =1/', 

H,,(:n—B/,('^.) =2/», 



(Pou 



H^,(/0 = |P-f..tPH-3/'-4-...H-(n — 1)1». 



I*!'?* rorlTioionls du polynôme l^p{jr) sont ^donc les mêmes que 
r«Mix doî» puissttuoos do n dans le développement de la somme Sp 
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des puissances /?**"*'* des n — i premiers nombres entiers; par 
suite, 

^^ ' p-^i 1 i.'2 ^ 1.2.J.4 

Ainsi, les nombres de Bernoulli figurent dans l'expression des 
polj'nômes B^(j?); c'est pour cette raison que Raabe les appela 
polynômes de Bernoulli, 

La relation 

Bp(i)-B^(o) = o 

montre que tous les polynômes B|(:r), 03(0:), ... s'annulent, 
non seulement pour j; = o, mais encore pour ^ = i . 

Si l'on change maintenant ^ en — x dans la relation qui défi- 
nit Bp(j?), elle devient 

Bp(i -X)- B,,(- X) = (- \)Pxn. 

Soit 

Pp(^) = (-i)''^'Bp(i-^); 

le polynôme ^p{x) est de degré /> + i ; il s'annule pour j: == o, 

car 

P„(o) = (-i)P^iB„(i); 

et, de plus, il vérifie la relation 

Pp(a: -h i)— l^p{x) = xP, 

On en conclut que ^p{x) est identique à B^(^), de sorle que 

Bp{x) = {--i)P^iBp{i^x), 

On déduit immédiatement de cette relation que B^(x) est une 

fonction paire ou impaire de ^ > suivant que p est impair ou 

pair; en effet, si l'on pose 



2 



on a 



B„(l+.)=(-.)"-B,(i_/). 
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Formule sommatoire d'Euler. — On a vu (p. 1 16) que la fonc- 
lion 

est développable en série entière pour toutes les valeurs de x 
comprises dans un certain intervalle; la variable restant à Tinté- 
rieur de cet intervalle, on peut donc poser 

^ = Ao -f- A| a? -h Ajar' + 

Il suffit, pour déterminer les coefficients A©, A|, . . . , A^, . - . , 
d'effectuer le produit 

(X x^ x^ \ 

- H 1 5" -h... ) (Ao-+-A,ar-h Ajar«-H...) 
I l.'A 1.2.3 / 

et de régalera x; on obtient ainsi les relations suivantes 

Ao=i, 

Ao A, 
__. H- --- =0, 



Ao 



H: + -^ = û, 



1.2.3 1.2 I 

• • 1 

Aq . Al Ap_, 

- "t" / r ~T~ ... -T" — — — — 

1.2.../? 1.2...{p — l) I 



O, 



relations qui permettent de calculer successivement les inconnues 
Ao, Al, . . ., Ap, .... D'ailleurs, il est facile de trouver la solution 
générale de ce système, car (p. 11^) 

— =1 x-h -^x^ |_^x^ -4-... _(_!)» !t — a?trt__.. 

e'—i 2 1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/1 ' 



d'où 



Ao=I, Ai = » Aj:= 9 A3=o, 



et, à partir de /i = 1 , 

B„ 



Aja+i = o, Aï,, = — (— i}« 



1 . 2 . . . 2 rt 
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Ces résultats une fois établis, on en déduit très simplement une 
formule fort importante découverte par Euler. 

Soit f{x) une fonction dérivable, ainsi que ses 2/i premières 
dérivées, dans un intervalle (^, x + A) ; si l'on pose, pour abréger, 

et, en général, 

A/i/>}(a:) =/(P^(ar-4- A)— /(p)(ar), 

on a, d'après la formule de Taylor, 

A* A"* . A*"-*-* 



I «^ ^ ' I.2...(2/l — !)•' 1.2. ..2n 



A>n A<n-^1 
/j3«-lA/Cïn-i)(a:)= :L-/(J«)(a:)-hX,« , 

le coefficient Xp étant défini par l'égalité 

Xp=/««-^»H^ + O^A), o<6p<i. 

Or, si l'on multiplie ces équations respectivement par 

Aq, Al, ..., A]a-i, ..., 

Ci qu'on les ajoute, on constate immédiatement, en se reportant 
aux relations vérifiées par ces constantes, que les nombres 

A«/'(a7), A»/-(a7), ..., h^nfiin^(a;), ... 
se trouvent éliminés; par suite, en posant 

R.„-..(^) = - A-- 2 ^'-^ Ii..(2;^~^'-H2) > 
on a 

^^("^'^ ^.2^^(2^l^) ^^^''^"''^^>^^'"^^^"^^^ 



c'est la formule sommatoire d^ Euler (*). 



(») Commentarii Academiœ Scientiaruni imperialis petropolUancCf t. VI, 
1732-1733, p. 69. Cette formule est très souvent attribuée à Mac Laurin. 
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La démonstration précédente, que nous donnons diaprés 
J. Tannery (*), est due à Malmstén (^). 

L'expression du reste R2rt+«(^) peut se mettre sous différentes 
formes; lorsqu'on parvient à reconnaître que l'une ou l'autre de 
ces expressions tend vers zéro pour /i = oo, la formule d'Euler se 
transforme en une série; mais cette circonstance ne se présente 
que très rarement. 

Dans le cas où l'on suppose quey(:r) est un polynôme de degré 
inférieur à 2/i -+- i, le reste disparaît de lui-même; en partant de 
cette remarque, on retrouve sans peine l'expression générale du 
polynôme de Bernoulli B«(^) (s). 



Nombre e. 



Le nombre e (^) est la somme de la série convergente 
I I i 

IH 1 h... H h... , 

I 1.-2 I . '2 . . . /l 



OU bien encore la limite, pour n = oc, de l'expression 



(-;.)■■ 



Le nombre e joue un rôle prépondérant dans la Science; la 
propriété fondamentale et caractéristique de la fonction exponen- 
tielle de ne pas être altérée par la dérivation, lui donne, en effet, 
une importance véritablement exceptionnelle dans les opérations 
analytiques. 

. Si l'on pose 

I .'2. . ./lRrt_^.l : 



n-hi (/i -h i)(/i -i- -2; 



( ') Introduction à la théorie des fonctions d*une variable, p. 35a-356. 

(^) Acta mathematica, t. V, i884, p. i-46. 

(3) Voir : J. Tannery, Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, 
p. 356-36o. 

(*) C'est Euler qui a introduit la lettre e pour désigner ce nombre {Corn- 
mentarii Academiœ Scientiarum imperialis petropolitanœ, t. IX, 1737, p. i:ïo). 
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les termes du second membre sont respectivement moindres que 
ceux de la progression 



n-hi ( /i-f- 1 )» 

dont la somme est -; par suite, on peut mettre le reste R«^_f sous 

la forme 





Rin-i = 



1 .2. . .n n 



en désignant par un nombre positif inférieur à T uni té. Ainsi, 
pour n = 2, on trouve 

5 e 

on a donc 

•2 < e < 3. 

Irrationalité du nombre e. — Le nombre e est supérieur à 2 
et inférieur à 3; par suite, il n'est pas entier. Il n'est pas non plus 
fractionnaire. En effet, si on le supposait égal à une fraction irré- 
ductible T> on aurait, en s'arrétant au terme de rang m + i, 

a I I I I 



ô I I . "2 * " 1 . '2 ... m I . '2 ... m m ' 

or, si Ton prend m supérieur à 6, et que Ton multiplie les deux 
membres de cette égalité par le produit 1.2... m, on peut la 
mettre sous la forme 

m 

les nombres A et B étant des entiers positifs; mais il est inadmis- 
sible que le nombre entier et positif A — B soit moindre que 
l'unité. Le nombre e est donc irrationnel (*); sa valeur avec vingt 



(' ) La première démonstration de ce résultat est d'Euler {Commentarii Aca- 
cieniiœ Scientiarum imper ialis petropolitanœ, t. IX, 1787, p. lao-m). 
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décimales exactes est 

e = 2,718281 82845904523536. . . (*). 

Irrationalité des puissances entières du nombre e. — Soil 



I 1.2 1 . 2 ... m 

on en déduit 

c* — y \ X 



ar'«-^> 1 .2. . .(m H- i) 1.2. . .(/n -4- 2) 



-4- 



I .2.. .(2m -4- /?-+-!) 

Or, si Ton observe que 

df^ / I \ ^ , (m -4-1) (m -4- 2)... (m -+■/:) 

dx^ \xf'^-*-^ / ^ ^/w-t-AM-l ' 

l'application de la formule de Leibniz donne 
dm / gx \ e^fjx) 

le polynôme /(^) ayant ses coefficients entiers. 
D'autre part 

r I I I I II 

— :! — = 1 1 1_ , , . -4- , 

J7/W-+-1 37/»-+-! x'"- 1.2 a:'"~* i.2.../n a? 

par suite, 

en désignant encore par g{x) un polynôme à coefficients entiers. 
Enfin, 



[xrn-^P "I 

I.2...(2/?l-t-/?-4- l)J 



I xP 

(/? -t- /7l-hl)(/?-4- m-4- 2).. .(/? -h 2/71-4- I) 1.2... 



(•) Le nombre e a été calculé avec 2o5 décimales par William Shanks dans les 
Proceedings of the royal Society of London, t. VI, i85o-i854, p. 897. Boonnan 
en a donné la valeur dans The mathematical Magazine, t. I, i884i P* 2®^' 
avec 346 décimales; ses chiffres concordent avec ceux de Shanks jusqu'à la 
187" décimale. 
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mais, pour toute valeur positive de/?, on a 



< 



(/>-h/n-t-i)(/>-h m4-2)...(/?-+-îimH-i) (m-hi)(/n-i-a). . .(am-hi)' 
en supposant x positif, on peut donc poser 



p= 00 



dx^ Aid 1.2. . .(!2 



(2mH-/?-M) (m -i-i){/n -H2)...r2m-f-i) 

le nombre B étant compris entre zéro et Tunité. 

Si l'on donne maintenant à x une valeur entière et positive, en 

admettant que é^ soit égal au quotient t de deux entiers a et 6, 
on aurait 



(/n-4-i)(m-f-2)...(2m-i-i) 



Comme le second membre est positif et non nul, il en est né- 
cessairement de même du premier; or, le coefGcient de peut 
être considéré comme le m**"" terme d'une série convergente; il 
résulterait alors de la relation précédente qu'en prenant m assez 
grand, son premier membre, qui est un entier non nul, serait 
arbitrairement petit, conclusion inacceptable; donc e^ est irra- 
tionnel, quel que soit l'entier positif a;. 

Cette belle démonstration est due à Hermite (*). 

Transcendance du nombre e. — On établit la transcendance du 
nombre e en démontrant qu'il n'est pas susceptible d'être racine 
d'une équation telle que 

Aoe'"-H Aie'«-l-|-...-|- A;n-iC-4- A;„= G, 

les coefficients Âo, A|, . . ., km-\^ ^m étant des entiers dont le 
dernier n'est pas nul et peut, d'ailleurs, toujours être supposé 
positif. 



(>) Faculté des Sciences de Paris, — Cours de M. Hermite rédigé en 1882 
par Af. Andoyer, 4' édit., p. -3-74. L'irrationalité de e* a été démontrée au 
XVIII* siècle par Lambert au moyen des fractions continues dans les Mémoires de 
l'Académie royale des Sciences et Belles-Lettres [de Berlin}^ 1761, p. 3i4-3i5. 
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Soit 






f(x) - ""' 




-^(*) ....... (;,-,) 



(i — ar)''(2 — xY' ..(m — x)Py 

en désignant par p un nombre premier et supérieur aux entiers 
km. et m. Si r est le degré de /(^), le polynôme 

est lui-même de degré r, et satisfait à la relation 

F(x)-r(xy = /{x); 

alors, Inapplication de la formule des accroissements finis à la 
fonction e~-^F(j:), dans Tintervalle (o, x), donne 

et, par suite, 

F(x) — c'F(o) = — x€^^-^^'f{bx\ 

d'où, pour une valeur entière n de x, 

c«F(o) = F(n)-f-X„, 
en posant 

Soient a et A les maximums respectifs des valeurs absolues des 
produits (i — x){2. — x)...(m — x) et :f(i — x){2 — x)., .(m — x)y 
quand x varie de o à m; on a, /i étant une valeur entière de la 
variable dans l'intervalle (o, m), 

1 /ic«t»-0)y(nO) I < nae" ^^~'_ ; 

lorsque p devient infini, le produit nae" reste constant, tandis 

que l'expression — — — — , considérée comme terme générai 

d'une série convergente, tend vers zéro ; o-^ désignant un nombre 
positif arbitrairement petit, on peut donc déterminer un entier/?,, 
tel que, à partir de/> = p„, on ait 

1 ^« |< ff». 
Or, si l'équation 

Aoe'w-i- Ate"«-*-h...-^ A;„_iC-4- A,n= o 
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est supposée vérifiée, on en déduit, après avoir multiplié par F(o), 

AoF(m)-4-A,F(m — i)-f-...-4-A,„F(o) 
= — (Ao^m-H AiX„i_i-i-. . .-h A,;,_iXi); 

mais on peut prendre/? suffisamment grand pour que, <t étant po- 
sitif et arbitrairement petit, on ait simultanément 



m |Aol m |A,| m | A,„-| | 



il en résulte 

|AoF(m)H-A,F(/n — i)-+-...-+-A,„F(o)| < ci. 

Une telle inégalité est impossible. 
En effet, 

F(/l) =/(/l)4-/'(n)4-. . .-^/(r)(n), 

et, rentier n étant au plus égal à m, soit 

o{x) = xi*-^(i — x)/\ . .(ai — I — x)P{n -4-1 — x)P. . .{m — x)p\ 

Texpression du po]vnôme/(:c) devient 

^ {n — x)P . ^ 
hx) = — ^o(x)\ 

si Ton applique la formule de Leibniz, on trouve alors 

I .'A. . .{p - i)/^*'(a:) - [{n - a:)/'](^'<p(a7)-h - [(n - ^)/' ](*-»' 9' (.r) 

pour a; = /i, les /? — i premières dérivées de f{oc)^ toutes divi.- 
sibles par n — x^ s'annulent, et, quant à une dérivée d'ordre p -\-q 
de f{x)^ elle se réduit à 

1 . 2 ... y 

comme le coefficient binomial qui y figure est un entier et 
que o{x) est un polynôme à coefficients entiers, le résultat est 
un entier nul ou non nul divisible par /;, et il en est de même 
de F(/î) dont tous les termes jouissent de cette propriété. 
G. y 
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D'aulrc part, 

F(o)=/(o)-h/'(o) + ...-+-/t'-'(o), 

et, si l'on pose 

^(x) = [{i — X) (^ - X). , .(m ^ x)]P, 

on peut mettre /(jr) sous la forme 

/(x) = "^ ^^(x): 

en prenant la dérivée A^**^'"*, on obtient 
i,;,,,.(p^i)fifc)(x) = [xP-^Y^mx)-^-[xP-^\^f^-^>^'(x) 

pour X =:0,\cs p — 2 premières dérivées def(x), toutes divisibles 
par jr, s'annulent; quant à la (/> — ï)'^"""*, elle est égale à 

/(/>-i)(o) = iKo) = [i.2...m]/', 

nombre entier qui n'est ni nul ni divisible par/?, car/? est pre- 
mier et supérieur à m; enGn, une dérivée d'ordre p — i+y se 
réduit, pour x = o, à 

nombre entier qui est nul ou non nul divisible par /?, puisque 
"^{j") a ses coenicients entiers. Donc, en définitive, F(o) n'est ni 
nul ni divisible par/>. 

Ainsi, le premier membre de l'inégalité 

|.\oF(wO-h A|F(m — nH-...-h A«F(o)|<T. 

les réductions une fois faites, est un entier non nul. En effet, 
d*une pari» F(i), t\.»), , . ., t\wi) sont des entiers ou nuls ou non 
nuls divisibles par />, et, d'autre part, Aa.F(o) est un entier ni 
nul ni divisible par/>, puisque le nombre premier/? est supérieur 
ù rentier A^, non nul par hvpolhèse, et que F(o) n'est ni nul ni 
dixisible pur/»; comme il est inadmissible qu'un entier déterminé 
non nul soit urbitraiivmeni petiu on ne peut supposer que le 
nontbiv t' e^j uliiëbrique; il est donc transcendant. 
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C'est Hermite qui le premier a établi la transcendance du 
nombre e (*); la démonstration précédente, entièrement diffé- 
rente de celle de Hermite, est due à Hurwilz (2) et à Gordan (3), 
mais son principe se trouve déjà dans les travaux antérieurs de 
Stieltjes et de Hilbert sur le même sujet. 



PONCTION a^. 

Soient a une constante positive et ^ une variable; le symbole a^ 
représente : 

i" Le produit de x facteurs égaux à a, si .r est entier positif; 
a** Le radical \JaP^ si x est le quotient ^ de deux entiers positifs 

P et 7; 

3" La limite de la variante a*^", si x est irrationnel positif, en 
désignant par Xn une variante rationnelle positive ayant x pour 
limite (p. i4); 

4° Le rapport — » si x est négatif et égal à — /i. 

Ainsi , quelle que soit la nature du nombre x^ le symbole a^ a 

une signification précise. 

L'équation 

e^ — a = o 

n^a qu'une seule racine réelle, positive si aest supérieur à l'unité, 
négative si a est inférieur à l'unité. En effet, lorsque x varie de 
— 30 à H- 00, la fonction e^ varie de o à H- 00, et, comme elle est 
continue, elle passe par toutes les valeurs intermédiaires (p. 19), 
et, en particulier, par la valeur a; de plus, elle n'y passe qu'une 



(*) Sur la fonction exponentielle {Comptes vendus hebdomadaires des 
séances de l'Académie des Sciences, t. LXXVII, 1873). Celle découverte de Her- 
mite qui, d'après Painlcvé, surpasse toutes les autres, « apparaît comme un roc 
isolé et splendide dans le domaine presque inexploré des incommensurables ». 
(Appell). 

(*) Démonstration de la transcendance du nombre e {Comptes rendus 
liebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, t. GXVI, iSgS, p. 78^- 

7»9)- 

(^) Mathematische Annalen, t. XLIII, 1893, p. 222-224- 
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fois, puisqu'elle est constamment croissante; m étant celte racine, 

on a 

a = €'«, 
de sorte que 

La fonction a^ se trouve ainsi ramenée à la fonction exponen- 
tielle; elle possède, par suite, les mêmes propriétés. Elle est donc 
positive, continue, croissante et dérivable pour toute valeur de la 
variable; en outre, elle est caractérisée par la relation 

en effet, toute fonction continue /(jr) vérifiant une relation telle 
que 

est nécessairement de la forme a^\ car, de cette relation on 
déduit sans peine, par un procédé dont on a déjà fait usage 
(p. 106-107), que, pour toute valeur de x et de /i, on a 

/(na:)=/'(/i), 

d'où, pour /z = I, en désignant par a la constante positivey"(i), 

Ax) = a-. 

Il y a lieu d'observer que par là même se trouve établie la 
formule 

dont la démonstration directe est d'ailleurs facile. 

Application. Démonstration générale de la formule du binôme. 
— Soient 

m(m — 1). . .(m — /) -h 1) , /i(n — i). . .(n — /? -^ 1) 
rt„ = — , On= : 



1.2. . ./? ' 



les deux séries 

sont absolument convergentes pour toutes les valeurs de jr in lé- 
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Heures à riotervalle ( — i, -|- i); leur prodiiil est de la forme 

/(m)/(/i) = i-h CiOr -\- Ciar*-+-. . .-+- CpXP-h. . .; 
d*ailleurs 

Cp= «/, -h «yj-l 61 -4- tlp- j 6j -f- . . .-^ bp. 

D'autre part, 

(p — q) ap-g= {m — p-^q -h \)ap-q-u qb^j-^n — q -h O^g-i ] 

si Ton ajoute ces relations après avoir multiplié la première 
par bq et la seconde par ap_ç^ on trouve 

pap-qbg= (m — p -^q -h i)ap-ç-.ibq-h{n — q -h i)ap-qbq-ij 

et, en donnant à q les valeurs o, 1 , 2, ...,/?, on obtient succes- 
sivement 

pap= (m — />-h Oflp-i, 

pap-ibi = (m—p -f- 'i)ap^ibi-h nup-i, 
pa,^^bt = (m — p -H Z)ap^^bt-\'{n -— i)ap-i^i, 



pbp={n—p-^\)bp-t, 
d^où, par addition, 

pCp — {m-\- n'^p-\-\)Cp-x\ 
or, C| est égal à m -f- /i, on peut donc poser 

I Cl = ( /?l -h /i ), 
2Cj=-(m-t-/» — i)ri, 
3c3= (m -h /i — îfc)cj, 



pcp^{m -h n — /? -h i)cp-i, 
d'où 

__(/n-f-/i)(//i-f-/i — i)..f/?i-f-/i -p-hi) 

ce coefficient est celui de œP dans /{m -h /i), par conséquent 

/{m)/(n)=/(m-hn). 

La série/(/?i) est une fonction continue de m pour toute valeur 
de X intérieure à l'intervalle ( — 1,4-1), car, x ayant une valeur 
déterminée comprise entre — i et 4-1, elle est uniformément 
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convergeDle par rapport à m. En effet, soit M un nombre positif 
arbitrairement grand; quel que soit m à l'intérieur de l'inter- 
vallc ( — M, + M), les valeurs absolues des termes de la série/(/n) 
sont inférieures aux termes correspondants de la série positive 
convergente de terme général 

M(M-n)...(M-4-/>-i) ^^ . 

Il résulte alors de la relation précédente que /(m) est de la 

forme 

/(/w) = a"*, 

en désignant par a une constante positive; pour m = i, on 

trouve 

a = I -h T, 

par suite, pouf toute valeur de x comprise entre — i et -f- i et 
pour toute valeur rationnelle ou irrationnelle de m, on a 

/ x- ^ m(m — \) . m(m — i)...(m — P-hi) „ , 

1 I . a 1,1,,, p 

Cette démonstration absolument générale, puisqu'elle s'ap- 
plique même au cas où l'exposant est irrationnel, est due en prin- 
cipe à Euler (*); elle a été signalée par Cauchy (2) et développée 
par Abel (^) dans son célèbre Mémoire sur la série binomiale. 



Logarithmes. 

Soit a une constante positive; on nomme logarithme d'un 
nombre positif j;, dans le système de base a, le nombre y tel 
que l'on ait 



(') Novi Commentarii Academiœ Scientiarum imperialU petropolitcuiœ , 
t. XIX, 1774» p. io3-ni. 

(') Cours d'Analyse de l'École royale polytechnique {Œuvres complètes, 
a" série, t. III, p. i[\i^i!\2 et p. 146-147). 

(M Recherches sur la série n x -{ -x^-^.,. ( Œuvres com- 

I I a 

piétés, éd. L. Sylow et S. Lie, l. I, p. 226-2 '^f)). 
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ce nombre y se représente par le symbole logaX^ qui s'énonce 
logarithme indice a de x\ on a, par suile, identiquement 

Tout nombre positif a un logarithme et n'en a qu'un seul. En 
eflet, si m est l'unique racine réelle de l'équation 

e-^ — a = o, 
on a 

et cette équation n'admet aussi qu'une seule racine réelle, puis- 
qu'elle est de même forme que la précédente. Si la base est supé- 
rieure à l'unité, le logarithme est positif ou négatif suivant que le 
nombre est plus grand ou plus petit que un; le contraire a lieu si 
la base est inférieure à l'unité. 

On déduit immédiatement de ce qui précède les résultats sui- 
vants : 

«>I» IogaO=— 00, logaI=0, logaa=l, loga-+- « = -H«, 

a<J, logaO=-+-oc, logaa= 1, logaI=0, loga-4-«> = — 00. 

On doit l'invention des logarithmes à Joost Burgi (*) et à John 
Napier, baron de Merchiston, plus connu sous le nom de 
Neper(^). L'un et l'autre se partagent la gloire de les avoir intro- 
duits dans la Science; mais, si au premier est acquis le mérite de 
la découverte de cet admirable instrument de calcul, au second 
revient l'honneur d'en avoir compris la puissance et répandu 
l'usage ('). 

Biirgi choisit pour base le nombre e, tandis que Neper adopta 

I 
son inverse -• 
e 



(*) Les Tables de logarithmes de BQrgi, composées entre i6o3 et i6ii, furent 
publiées à Prague, en 1620, sous le titre de Arithmetische und geometrische 
Progress Tabulen. 

(^) Neper a exposé ses recherches dans deux Ouvrages : Tun parut à Edim- 
bourg en i6i/| ; il est \nt\\.u\é '. Afi ri/ici logarithmorutn canonis descriptio; 
Tautre, composé avant i6i4« fut édité, deux ans après la mort de l'auteur, par 
son fils Robert et par Henry Briggs. 

(') Voir pour l'histoire de la découverte des logarithmes : Moritz Cantob 
Vorlesungen iiber Geschichte der Malhcmatik, -i' éd., t. II, p. 718-7^18. 
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Propriétés des logarithmes. — i"* Logarithme d'un produit. — 
Le logarithme du produit d'un nombre fini de facteurs positifs 
est égala la somme des logarithmes de ces facteurs. 

En effet, soienl a:,, jTa? • • î ^n des nombres positifs, et Vi, 
^2? •••,y/i leurs lognriliinies; on a 

Xx = a.>«, x^ — ay^y . . . , ^/i = «^'"j 
d'où 

c'est-à-dire 

loga(a:,a7,. . .a7„) = loga^r, h- logaarjH-. . .4- loga^/i- 

2" Logarithme d'un quotient. — Le logarithme du quotient 
de deux nombres positifs est égal à la différence des loga- 
rithmes du dividende et du diviseur. 

En effet, soient ^i, x^ deux nombres positifs, Ql yi^y-i leurs 
logarithmes; on a 

Xx = a.*«, Xt = o-^', 
d'où 



c'esl-à-dirc 






log^- r^logj^j—logj-,. 



3" Logarithme d'une puissance. — Le logarithme de la puis- 
sance nV'""" d'un nombre positif est égal à m fois le logarithme 
de ce nombre. 

En effet, soient x un noml^re positif, et^ son logarithme; on a 

X = ay, 
d'où, quel que soit m (p. i^a), 

c'est-à-dire 

l"ga^'"= ''liogaJ:*; 

en particulier, pour m = ~» on obtient 
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Logarithmes népériens. — On appelle logarithmes népériens^ 
ou logarithmes naturels, ou encore logarithmes hyperboliques, 
les logarilhmes pris dans le système de base e. Ces logarithmes 
sont les seuls dont on se serve en Analyse; on les représente sîm- 
plemenl par le symbole log. 

liOgarithmes vulgaires. — Les logarithmes vulgaires sont les 
logarithmes dont la base est lo; cette base, adoptée pour la pre- 
mière fois par Briggs (*), présente l'avantage de rendre les loga- 
rilhmes des puissances de lo égaux aux exposants; c'est pour 
cette raison que les logarithmes vulgaires sont exclusivement 
employés dans les calculs numériques. JNous les désignerons par 
la caractéristique Log; mais on emploie ordinairement la notation 
iog lorsque toute confusion est impossible. 

Transformation des logarithmes. — Soit y le logarithme d'un 
nombre positif a; dans un système de base a; on a 

X = ay, 
d'où 

loga:=^loga, 

par suite 

1 \oç,x 

lOgaiC = T- — ' 

° loga 



De même, dans un système de base 6, 
En posant 






log 6 
on déduit des égalités précédentes 

\0ZbX= M loga^; 

celte relation permet de passer du système de base a au système 
de base b et inversement. La constante M est le module du sys- 
tème de base b relatif au système de base a. 



{») Les tables décimales de Briggs, intitulées Arithmctica logarithmica, 
parurent en 1624; mais, dès 1617, Briggs avait donné une Logarithmorum Chi- 
lias prima, calculée en prenant 10 pour base. 
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SI l'on considère un autre nombre y, on a 

logôj' = M logari 
d'où 

loggJ? _ logAfP. 
logaj' \0^by' 

le rapport des logarithmes de deux nombres est donc indépendant 

de la base; en particulier, pour x = a eX. y=:b^on trouve la 

relation curieuse 

logaôlog6a = i. 

Fonction logar. — La fonction log^r est la fonction^ définie par 
la relation 

où l'on suppose la variable x toujours positive. La fonction logo: 
est donc l'inverse de la fonction exponentielle 5 elle est uniforme, 
car tout nombre positif n'a qu'un logarithme. 

DérWée de logar. — Si l'on applique la formule des accrois- 
sements finis à la fonction 

on trouve 

le coefficient de Ay n'est jamais ni nul ni infini si l'on suppose 
X difi'érentde zéro et fini; quand Ax tend vers zéro, il en est doue 
nécessairement de même de Aj^; d'autre part, la fonction e^ est 
continue, par suite 

c'est-à-dire 

Limite de l'expression ni^x — i) pour n = 00. — Le nombre x 
étant supposé positif, soit 

y = Ioga7; 



on a, quel que soit /i, l'identité 



1 t 
X" = e"j 
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d'où l*on déduit 



71/— I r 1 T* i y^ 

71 1 n* 1 . 2 n' 1 . 2 . 3 



et, par suite, 

^ ' 1 /i 1.2 n* 1.2.3 

quand n devient infini, le second membre de cette égalité tendant 
vers/, il en est de même du premier. Ainsi logx est la limite, 
pour /i = 00, de Texpression 

n(^x — i). 

Cette propriété de la fonction log^r, que Ton pourrait prendre 
comme définition, correspond à la propriété de Texponentielle &* 
d*étre la limite, pour n = oo, du binôme 



{'-ly 



DéYeloppement de Iog(i + 2:) en série entière. — La dérivée 
de log(i -{- x) : 

peut se développer suivant la série entière 

/'(j:) = i — ar-Ha?* — x»-h...-f-(— O^-^a?"-»-^..., — 1< a?<i; 

comme/(o) est nul, on a donc (p. gS) 

I / . X X^ X^ / V.. ^'* ^ ^ 

''^ ^ I 2 i ^ n ' 

cette série, qui vraisemblablement doit être altribuée à Mer- 
cator (*), est convergente pour ^= i, mais elle ne Test pas pour 
^= — i; d'après le théorème d'Abel, la limite de log(i-hx) 



(*) Logarithmotechnia.,,y Londini, i668. En cette même année iG68, James 
Gregory pubJia ses Exercitationes geo/netricae. Ouvrage qui renferme, outre la 

série de Mercator, le développement de log • 



MO THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES. 

pour 2T = I ; est égale à la somme de la série pour jc = i , par suile, 
, I I I I 

ainsi la somme de la série harmonique alternée est égale à log2. 

Calcul des logarithmes. — Soit :r un nombre positif inférieur 
à l'unité^ on a 

Iog(i-ha7) = 



2 



d'où 

si Ton pose 



, , . X x^ x^ 



, iH-a? /x x^ x^ \ 



r — X n 

le développement précédent devient 

log(/i-H A) = log/i-4- 2 j- -h - j— -h rrr-^-- --h 

cette série, d'autant plus convergente que n est plus grand, 
permet de calculer successivement les logarithmes népériens des 
nombres. Ainsi, pour n = i et /i = i , on obtient 

, 2 12 12 12 

on réduit d'abord en décimales les fractions ^» ix-> t~> ~> •••» 

chaque quotient se déduisant du précédent au moyen d'une di- 
vision par g; les dix premiers termes donnent 

log2 = 0,69314 7 i8o() 

Pour /i = 5' et A = 3, on a 

or, I '^8 = 2^; par suile, 

io,.= 3iog2--(;;^.^^-^^^3-^...j, 



IV. — FONCTION EXPONENTIELLE. 1^1 

d*oii, avec dix décimales exactes, 

logD = 1,6094379124 

Pour /i = 5.2* cl A= I, on trouve 

Iog8, = 4log2-,-log5 + ,(^ + i^, +...); 
mais 81 = 3», de la relation précédente on tire alors 

log3 = iog.+ llog5+ 1(^ + 1^ +...). 

Le logarithme de 4 est égal au double de celui de 2; pour avoir 
logô, il suffit d'ajouter log2 et log3; et ainsi de suite. 

Le calcul des logarithmes vulgaires nécessite d'abord la re- 
cherche du module. Ce nombre est l'inverse de log 10; or 

log 10 = loga -H Iog5, 
par suite 

M =0,4342944819 

Si l'on considère maintenant le développement 

Los(n -f- A) = Logn -h 2 M j- -r- - ^—- -h. . . , 

pour /i = 10' et A = 24, on a 

Logio24 = 3 + 2Mr-'^,-f-i _^-+... 1; 
mais 1024 = 2"*, par suite 

Log2 = o,3H -~-^ïï--7T-^---- 

On calcule Log3 en faisant /i= 2'® et A = 74; on obtient ainsi 

Log656io = i6Log2 -^ 2M \-~^^ -^- • • •] , 

et, comme 656!0 = io.3^, la relation précédente donne 
I . f I MF 74 1 



f-^ 'A 

>)f I sW 
|yj»r f-srf = i — - 

' 20. î >::' 

♦^#Wil j^/##r //l/Urr»if \jfif,%oi a^ejc dix d^nul» exjctrs: à partir 
Ah ih*f*9^ iffi f^^ii V; tpfpfner aux deoiL pranî«r? lermes s^mle i aq u . 

f>?# \o%i$fUUfuHA A*:% nomhre% entiers successifs éUnl calculés 
Uin^fU^it nu *'Jfû*',r Ahi',nn\uf,^ il reste à voir commenl U table ainsi 
ttffm/'é*, ^ft'.rm^X d'oUtétuir les logarithmes des nombres qai n*v 
ft((MM'fii pHn. Soit donc x un nombre positif dont la partie en- 

f)/'M< j'^ ni*, trouait (iBt9n la table; si Ton pose 

KM «l/'ti^riwnt pttr,>^, ,ro «*'.)^« '^s logarithmes respectifs de x, j, 
it| /#'» I I, 011 cjilciilc y Hii moyen de la relation approchée 

Oi'i irnpi^i lu ionitulr (loM accroissements finis, 

,M-\»u' ^1 .. ' ft » o<0|<i; 

jMU* *uihs Itt vulour «p|UHu^ht^^ k\v y pout se mettre sous la forme 

M * 

^.uwlu \juo U \^W\\\' o\mMo rt pour expression 

», M ^ : 

^ * \ ^ 
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elle est moindre en valeur absolue que 



M/tf-L-_L_), 



et, à plus forte raison, plus petite que 

M 

puisque h est inférieur à Tunité. Dans le cas des logarithmes vul- 
gaires M = o, 434^^-- . . , et, pour Xo > 10 000, l'erreur est moindre 

que -^; par suite, elle ne dépasse jamais une demi-unité du hui- 
tième ordre décimal. 

Constante d'Euler. — Soit 

III I , 

on a 

losn = loff -h loe — h. . .-h loc 9 

par suite « 

P»=(|-log^)-^(j-log-^j+...+ (^-log^)+log^; 

le dernier terme de cette somme tend vers zéro; d'autre part, si 
Ton pose 

I , /i -4- 1 
.„„=__log-_-, 

comme 

log(/i-4-i) — log/i= — 4:-Â' o<0<i, 

il -i" y 

on en déduit % 

la série de terme général — j est convergente, il en est donc de 

même de la série positive de ternie général u„; de là résulte quep« 
a nécessairement une limite p. Cette limite est connue sous le 
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nom de constante d^Euler (*). Elle joue dans la théorie de la 
fonction gamma un rôle analogue à celui du nombre t: dans la 
théorie des fonctions circulaires (2). 
Les termes de la série positive 

p=(l_,og.^j + (l_log.^) + (i_Iog^) + ... 

sont développables suivant les séries convergentes 

;-'og(.+ 7) = ~ -i +î -.... 

I , / i\ II II II 

logH--) = ^ — r, —i -^ -, -r —• "y 

I , / I \ l I II II 

.. _log ( ,+ -j =-. - _ _-_ + .__..., 

• ' ^ 

I , / l\ I ï II II 

> 

ces développements, saufle premier, sont absolument convergents. 
D'ailleurs, la série positive de terme général 

Il II II 
■2 n^ 3 /i* 4 f^"* 

est convergente, car, d'après la formule des accroissements finis, 



on a 



l0g(l = r , 0<0<l, 



égalité dont le second membre est inférieur à 

I 
n{n — I ) 
Si donc on pose 

I I I 

""^ ",/t "^ :j,« "^ 3« -+----^ 



(') Comnientarii Academiœ Scientiarum imperialis petropolUanœ, l. VII, 
1-3^-1733, p. loO-ia-;. 

(-) On peut consulter, pour l'iiisloire de ce nombre célèbre, lu Monographie 
publiée par Glaishcr dans The Messenger of Afa/hematirs, l. I, 1S72, p. a5-3«cl 
t. II. 1S73, p. (l'j. 
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en appliquant le théorème des séries de séries (p. 48) aux termes 
de la série p, on trouve 

Sj S3 84 

formule découverte par Euler (*). 

Les sommes 83, S3, 84, • . ., qui se présentent en Analyse dans 
d'importantes questions, ont été calculées par Euler (^) jusqu'à Sie 
avec seize décimales, puis par Legendre (^) jusqu'à S35 avec seize 
décimales également, et enfin par Stieltjes(^) jusqu'à S70 sivec 
trente-deux décimales. Ces constantes une fois déterminées, le 
développement précédent, bien qu'il converge lentement, peut 
servir à évaluer le nombre p ; Euler a trouvé de cette manière sa 
valeur avec cinq décimales exactes. Mais, il existe des procédés 
beaucoup plus avantageux, donnant rapidement une grande 
approximation. C'est ainsi que Shanks (^) a obtenu la constante 
d'Euler avec 5g décimales exactes ; si l'on se borne à vingt déci- 
males, on a 

p = 0,577215664901 53286060. . .. 

Application. Formule de Cesàro. — Soit Sn la somme des n 
premiers termes de la série harmonique; si Ton considère le 
développement 



I , /i -4- 1 I II II 

- log =--»-7^-«-7-£ 



et, si Ton pose 
d'où 



1 , /l H- I I 



I n 

Un^i = - log 



2 n — 2 /i — I 



1,3 1 

M| = -log- , 

21 2 



(*) Commentarii Academiae Scientiarum imperialis petropolitanae, t. VII, 
1734-1735, p. 166-157. 

(') Institutiones Calculi differentialis, partie 2, § 151. 

(*) Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et sur 
les quadratures, t. II, p. 65. 

(*) Acta mathematica, t. X, 1887, p. 3oo-3oa. 

{'^) Proceedings of the royal Society of London, 1869-70, t. XVIII, p. /19. 
G. lu 
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on voit que la somme Sn~i des n — i premiers termes de la série 
de terme général Un a pour expression 



Sn-i = - log Sn-hi; 

1 2 



la limite S de S/,, pour n = oo, est donc 



S = -log- -p-i-i. 



par suite 



S - S„_,= 5rt— p — log//i{/i-+-i). 

D^autre part, on a 
c'est-à-dire 

^ l / I 2 I \ 
Un-i < r. ( h 1 ; 

on constate facilement que la somme des n — i premiers termes 
de la série positive dont le terme général est le second membre 
de cette inégalité a pour expression 



I 



12 ()/l(/H-l)' 

le reste 



I 



b /i ( /i -t- 1 ) 



étant nécessairement supérieur au reste correspondant S — S„_ 
de la série de terme général Unt il en résulte 



o < S — S„_, < •— 



G /i ( /l -H I ) 

et Ton peut poser, 6 étant un nombre compris entre o et i, 

,,. = p + log v/^TT-PT) + ^r^^^^^ • 

Cette formule, due à Cesàro (*), permet de calculer, d'une manière 
très approchée, la somme Sn des n premiers termes de la série 
harmonique. 



(») Mathesis, t. I, i88i, p. i43-i44. 
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EXERCICES. 

i" Quelle est la somme de la série 



-h 



e»-T-i e*-f-hi e*^H-i 

GoMES Teixeira. 
2° Soit 

éliminer par dérivation les constantes A, B, . . ., L. 

Hermitë. 
3" La série 

est-elie uniformément convergente dans l'intervalle (o, i)? Montrer oue 
cette série est dérivable pour toute valeur de x. 

Darboux. 
4** Établir la relation 

ToDflUNTER. 

souluirme"'''" """ ^"'^°""' P(-). de degré /> + ,. peut être mis 

P(x) = X<,+ X,B.(x) + X,B,(ar)-+-..,+ Xp+,B^(x), 

en désignant par B,(x) B.(^), .... B,(x) les polynômes de BernouIIi cl 
par Ao, A,, A,, . . . , Ap+, des constantes. Calculer ces constantes 
En particulier, 

APPELL. 

6" Etudier la série de terme général 

(2-v/ê)(2-î/?)...(2-J^;). 

E. Caiien. 
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7<> Calculer les limites, pour n = oo, des expressions 

n 

- V^( n -I- I ) ( /i -h -2 ) . . . a /i . 

Laisant. 

8« Déterminer la limite de Texpression e^, où x est le nombre de chiffres 
de jr supposé entier, quand y croit indéfiniment. 

Examens oraux de l'École polytechnique, 

90 Démontrer que log:r ne peut être égal à une fonction rationnelle de x. 

LiOU VILLE. 

\o^ Étudier la série 

I 1 I 



(l0g2)P (logS)/» ••• (log//)!» •••• 
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V. 

FONCTIONS CIRCULAIRES. 



On donne le nom de fonctions circulaires à des fonctions 
transcendantes que l'on représente par les symboles 

cosar, sinar, tangar, cotir, séca?, coséca?, 

symboles qui s'énoncent: cosinus x^ sinus Xy tangente x^ cotan- 
gentex^ sécante x^ cosécantex\ la variable x s'appelle Varc ou 
Vangle x. Les deux premières de ces fonctions peuvent se définir 
par des séries entières; les autres s'expriment en fonction de cos^ 
et de sinx au moyen des relations 

sina^ CCS a? 

tanga? = » cotar=-: » 

^ cosar sin x 

secar = , coseca? = — • 

cosa: sina? 

Nous étudierons surtout les fonctions cosx et sinjr. 

Définition de cosa: et de sina*. — On désigne par cosx et sinx 
les sommes des séries entières 

a:' x^ , ^ a?*'* 



1.1 1.2.3.4 I. '1.3. ..2/1 

a:» x^ , ^ a?*'»-^-* 



I 1.2.3 1.2.3.4.5 '*■ ^ ' 1.2.3. ..(2/H-1) ' 

dont le rayon de convergence est infini. Ces séries ont été consi- 
dérées pour la première fois par Newton (*); elles définissent 



(') Analysis per aequationes. . . {Isaaci \ewtoni... opuscula matfiema- 
tica, éd. Castillon, t. I, p. 22). 
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cos^ comme fonction paire de x^ et sin^ comme fonction im- 
paire de X] par suite 

cos( — 37) = cosar, sin(— a:)= — sinx. 

Dérivées de cos:r et de sinor. — Si Ton pose 
u = cosar, V = sina:, 

en dérivant, on trouve 

u' = — sina:, a' = — cosar, u*" = sinrr, a"=cosar, 
p'= cosa?, i?' = -— sinx, (^'" = — cosa;, i>**=sina:; 

les dérivées successives de coso; et de sino: se reproduisent donc 
de quatre en quatre. 

Formules d'addition de cosar et de sin^r. — On a, quels que 
soient ;r et A (p. 88), 

, ,, h . k^ h^ , h^ 

co%{x-\-h) = cosar sin x cosarn -sin x H ^r-: cosar — . ... 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

sin (ar-h A) = sina7-h -cosj: sin x ^r-cosar H ^-r^ïn a: -f- 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

c'est-à-dire 

cos(a? -+- h) = cosa? cosh — sina: sin A, 

sin(a7-i- h) = cosa7sin A -h sina7C0sA; 

ce sont les /ormwfe^ d^ addition des fonctions coso; et sin^. On 
peut les vérifier au moyen de la multiplication des séries. 

Relation fondamentale. — La première des formules d'addition 
donne, pour A = — a:, 

cos'a: -I- sin' a? = i; 

cette relation, dite relation fondamentale, permet d'exprimer 
cosjc en fonction de sinj: et inversement. 

Application. Dérivée de tangx. — Soit 

_ sin ar 



V. — FONCTIONS CIRCULAIRES. X5l 

on a 











,_ ces 


»«F-f- sin' 


■X 






ces' a: 




la 


dérivée de 


tangj? 


est 


donc 


1 
« ^ * 





Limite du rapport pour a? = o. — Si Ton considère la série 



entière 



x^ x^ , , a?*» 



1.2.3 1.2.3.4-5 ' 1.2. . .(2n-l-l) 

dont le rayon de convergence est infini, pour j: = o sa somme se 
réduit à l'unité; il en résulte, d'après le théorème d'Âbel, que le 

rapport '■ a pour limite l'unité lorsque x tend vers zéro (*). 

Nombre ir. — Si l'on pose 

X\ 572 1 ^i r a^î 1 

sina7= - I H 5— T-ê "— r- H--- 

I L 2.3 J 1 .2.3.4.5 L ^-7 J 

"^ i.2...(4n-hi)L'""(4/i-+-2)(4/i-h3)J"^*'*' 



on voit que sinx est positif pour toutes les valeurs de x appar- 
tenant à l'intervalle (o, 2); la fonction cos:r est, par suite, dé- 
croissante dans cet intervalle, sa dérivée — sin^r y étant toujours 
négative. D'autre part, 



a;» 

ces a? = I 

1.2 



a-v x^ r ar* "1 

TT^3Tï ~ 1.2.3.4.5.6 [' "" 7T8 J —* ■ 

a-^^'-« r x^ 1 

i.2...(4/i — 2)L* (4^1 — i)4«J 



de sorte que, pour .r = 2, toutes les différences entre crochets 
sont positives, tandis que, pour cette même valeur, le trinôme 
formé par les trois premiers termes est négatif. Ainsi, la fonction 
continue cos;r est positive pour x = o et négative pour x= 2; 
elle s'annule donc pour une valeur intermédiaire, et pour une 
seule, puisqu'elle est constamment décroissante. On désigne par 



(*) C'est à Cotea que l'on doit l'évaluation de celle limite. 



l52 THÉORIE ÉLÉMENTAIAE DES SÉRIES. 

la lettre iz le double de cette racine (* ); de la relation 

cos'ar-4-sin*a: = i, 
on déduit alors 

SID — =±1; 
2 

or, on ne peut admettre que sin- soit égal à — i, puisque, dans 
l'intervalle (o, 2), la fonction sinx est positive, par suite 

1t TZ 

cos - = o, sm — = I, 
22 

et Ton tire des formules d'addition 

d OU 

cos(ar-l-7r) = — cosx, sin(a?-+-Tt) = — sina?, 
et enfin 

cos(a7 -h 27:) = cosT, sin(ar-4- 27:) = sinx. 

D'une manière générale, 

cos{^kTz-\-x) = cosT, 005(2 A -h I TT -h a: ) = — cosar, 

sin (ikTz -4-a?) = sinar, sin (2X- -\- nz-^x) = — sin ar, 

tang(X:7c -\- x) = tangar. 

Une fonction /(:r) est périodique s'il existe un nombre h tel 
qu'elle ne change pas, quel que soitx, quand on j remplace x par 
X H- A, Je sorte que 

/(x-i-h) = f(x); 

la plus petite valeur de h vérifiant cette relation se nomme la pé- 
riode. 

Les fonctions cosx et sinj? sont donc périodiques (^); le 



(*) L'usage de la lettre ic pour désigner ce nombre remonte à Barrow, géomètre 
anglais du xvii* siècle {Isaaci Barrow. .. Lectionesj Londini, i683-i684, p. 343). 

(') « Celle propriété importante manifeste d'une manière toute particulière la 
diflférence de nature des fonctions qui la possèdent, avec les fonctions ration- 
nelles et algébriques..., et leur imprime leur caractère le plus apparent, en 
quelque sorte, de fonctions transcendantes. C'est d'ailleurs par la périodicité que 
les sinus et cosinus interviennent dans presque toutes les questions de l'Analyse, 
depuis les études qui ont pour objet les propriétés abstraites des nombres entiers, 
jusqu'aux applications du calcul à la IMiysiquc cl à l'Astronomie ». (IIersite^ 
Cours d'Analyse de riùoie polytechnique, t. ï, p. \\.) 
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nombre n est leur demi-période. C'est là certainement la véri- 
table déCnilion de ce nombre, dont l'importance dans la Science 
est comparable à celle du nombre e, importance dont ses innom- 
brables propriétés analytiques peuvent seules faire concevoir 
l'étendue. 



Irrationalité du nombre 


t:. 




- Soit 








y 


= 


sina* 
~~x~'' 


si Ton pose 












.ri = -^y, 


7î = - 


1 , 




^3 


=-î^. 



yn — — -Xn-ly 



on a 



^1 = — (sinar — x cosa-), 
^j = —[(3 — :F*)sinj: — Ja^cosa:], 
yz= — [(*5 — Car-) sina* — (i5a7 — a:') ces a:], 
et, en général, 

en désignant par /{x) et g{x) des polynômes à coefficients en- 
tiers, et de degrés m cl m — i ou m — i et m, suivant que m esl 
pair ou impair; pour le vérifier, il suffit de supposer la relation 
établie pour ym^ on constate qu'elle subsiste pour ym+i î or, elle 
a lieu pour les valeurs i, 2, 3 de m, elle est donc démontrée pour 
toute valeur de cet indice. 
D'autre part, 

a*' .r^ 

y = 



d'où 



I . "2 . 3 1 . -i . 3 . 4 • 5 ' ' 

l / a:î T^ \ 



^2 

,r3 



__ 1 / a:* T^ \ 

~" 1.3.5 \ 2.7 2.4-7-9 ' */ 

__ I / a:"^ a-* \ 

"" 1.3.5.7 \ '^\) 2.4.l).ii '"/' 
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et, en général, 

I r _ rr' ^ 1 . 

^"' i.3.5...('2m-hi)L' ^(a/n-hS) 2. 4 (2 m -4- 3) (2/71 -4- 5) '* *J' 

par suite, 

f{x) s\nx - ff(x) cosx = _^_— ^-— p^ S, 

en appelant S la somme de la série alternée convergente 

x^ x'' 



2(a/nH-3) 2.4(a/wH- 3)('2m-+- 5) 

Soit S2P la somme des 2p premiers termes de cette série-, si Ton 
suppose 

' 2(2m-h3)'^''' 

inégalité qui est satisfaite quand x est égal à -» valeur comprise 
entre o et 2, on a (p. 42) 

x^ 

ainsi, la somme S est positive et ne dépasse pas l'unité. 

Si maintenant on admet que - est égal au quotient — de deux 
entiers a, 6, le polynôme /(^), dont le degré est m par exemple, 
devient, pour x = - > une fraction ajant pour dénominateur a"» 
et pour numérateur un entier A, de sorte que 

A = a'« -^;-, — ^^ S ; 

1 . 3 . . . . ( 2 /« -h i) 

le second membre n'étant pas nul, il en est de même de l'entier A; 
or, le coefficient de S peut être considéré comme le m*^*™* terme 
d'une série convergente, et, puisque S ne dépasse pas l'unité, il ré- 
sulterait de la relation précédente que, en prenant m assez grand, 
l'entier positif non nul A serait arbitrairement petit, conclusion 

inadmissible; donc -» et par suite 71, est irrationnel. Il en est de 
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même de son carré; car, le polynôme f{x) ne conlenant que des 

puissances entières de x'^^ si Ton y remplace x^ par — supposé égal 

au quotient de deux entiers, on obtient la même égalité finale, et 
un raisonnement identique est applicable. 

C'est Lambert (*) qui, le premier, a prouvé que le nombre t 
était irrationnel; plus tard, Legendre(^) a fait voir qu'il en était 
de même de son carré; enfin Lindemann (')a établi que le 
nombre tî est, comme le nombre e, un nombre transcendant. 

La démonstration que nous venons de donner, remarquable par 
son élégance et sa simplicité, est due à Hermite ('). 

Variations de cos^ et de sino:. — Le tableau suivant indique 
les variations de cos^ et de sin^; le sens de ces variations est 
donné, dans chaque intervalle, parle signe de — sina:, dérivée 
de cosj:, ou par le signe de cos^, dérivée de smx : 



X 


— 2Tt 


37: 

'A 


— ir 









cosar.. . 


I décroît 


décroît 


— 1 


croit 


croît 


I 


sina7.. . 


o croît 


I décroît 





décroît 


— I croît 





X 


o 


11 
2 


7C 




3iï 
2 


2T 


COSJJ-. . . 


1 décroît 


décroît 


I 


croît 


croît 


I 


sina: . . . 


croît 


I décroît 





décroît 


— I croît 






Arcs correspondant à iqi cosinus, à un sinus ou à une tan- 
guante donnés. — Soit x^ un arc déterminé; on se propose d'abord 
de trouver tous les arcs qui ont pour cosinus le nombre cosjtoî 
c'est-à-dire de résoudre Téquation fonctionnelle 



co8.i7 — cosro= o; 



( ' ) Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités transcen- 
dantes circulaires et logarithmiques (Mémoires de l'Académie royale des 
Sciences et Belles-Lettres [de Berlin]^ 1761, p. 265-822). 

(^) Éléments de Géométrie, JMole IV. 

(*) Ueber die Zahl tc, dans les Mathematische Annalen, t. XX, 1S82, p. 2i3- 

225. 

(♦) Faculté des Sciences de Paris. — Cours de M. Hermite rédigé en 1883 
par M. Andoyer, 4' éd., p. 74-7^- 
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or, 

„ „". x-hXo .r — Xo . x-{-Xa . T — Xa 
cos ( -i I = cos cos sin sin » 



fX-hXo X — Xo\ 

/X-hXo X—Xo\ 



. „ ,. . ^-h^o x — Xa . x-^-x^, . X — Xq 

cos ( ) = cos cos 1- sin sin ; 

22 2 2 



si ToQ retranche la seconde de ces relations de la première, on 
voit que l'équation à résoudre revient à celle-ci 



. X -h Xo . X — Xo 

sin sin = o ; 



en désignant par k un entier positif, nul ou négatif, on déduit de 
là, d'après les variations de sina:, 

X -i- Xq X Xo 

= Ai:, = AîT, 

2 2 

d'oii la solution générale 

X = 7.kT. ±Xq. 

On verrait de même que les arcs correspondant à un sinus 
donné sinjTo sont compris dans les deux formules 

X = -ikiz -}- xq^ 

X = {'ik -h 1)tZ — Xq. 

Enfin, si tangXo est une tangente donnée, les arcs dont la tan- 
gente est tangjCo sont fournis par la relation 

X = klZ -\- Xq. 

Représentation géométrique de cos^r et de sin or. Longueur de la 
circonférence. — Si Ton pose 

X = cosr, Y = sina7, 

on en déduit 

X2-h Y« = f, 

par conséquent le point M(X, Y) décrit, quand x varie, une cir- 
conférence de ccnlrc à Torigine et de rayon égal à Tunité. 
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Soient Mo et M deux points de cette circonférence, correspon- 
dant aux valeurs Xo et x de la variable, et Mi, M2, . . . , M;,_, 




d'autres points, compris entre Mq et M, et correspondant à des 
valeurs croissantes Xt, x^j . . . , Xn^t de x. On a, d'après la défi- 
nition de la dérivée, 

cosxp — cosaTp+i = (xp^t — ^p) (sinaTp H- e ), 
sin Xp^i — sinxp= (a^/H-i — Xp){cosXp-i- tj), 

les infiniment petits e et tj tendant vers zéro en même temps que 
la différence Xp^^ — Xp;si donc on désigne par cup cette différence 
et par Pp la corde M^M^^,, en ajoutant les relations précédentes 
après les avoir élevées au carré, on peut poser 

rinfiniment petit e^ tendant vers zéro en même temps que a^, de 
sorte que les rapports 

&£, El, .... hzl 

ont tous Tunité pour limite; on en conclut que, lorsque n aug- 
mente indéfiniment, la fraction 

ao-ha,-+-...-+-a«_i' 

qui reste toujours comprise entre le plus grand et le plus petit de 
ces rapports, tend aussi vers l'unité; mais, le dénominateur est 
égal à X — Xo, quelque grand que soit n; par suite la limite du 
numérateur pour n = co, c'est-à-dire la limite du périmètre du 
contour polygonal Mo, M|, . . . , M,|_|, M, lorsque ses côtés tendent 
vers zéro, est x — Xq, Cette limite, indépendante de la loi suivant 



l58 THEORIE ELEMENTAIRE DES SÉRIES. 

laquelle le nombre des côtés du contour polygonal inscrit dans 
Tare MoM croît indéfiniment, est, par définition, la mesure de 
cet arc. Ainsi, le point Mo se trouvant en A sur l'axe OX, la 
variable x représente la mesure de l'arc AM ; lorsque le point M 
vient à coïncider avec B sur Taxe OY, cosa: étant nul, la variable x 

est égale à -; par suite, le quadrant AB a pour mesure -, et la cir- 
conférence entière 211. La signification géométrique du nombre?: 
n'est donc que la simple conséquence de Tune de ses propriétés 
analytiques. 

Le nombre tz étant irrationnel, le rapport de la circonférence au 
diamètre est incommensurable. 

On a donné le nom de quadrature du cercle au problème qui 
consisterait à construire, par l'intermédiaire d'un nombre fini de 
droites et de cercles, un segment rectiligne de longueur rigou- 
reusement égale à celle de la circonférence, et, par suite, un 
carré de surface équivalente. La possibilité d'une telle construc- 
tion serait démontrée si le nombre tz était susceptible d'être 
racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels. Cette 
question, qui, pendant quatre mille ans, agita l'esprit des géo- 
mètres (*), n'a été définitivement résolue qu'en 1882; car Linde- 
niann, en établissant la transcendance du nombre tz (^), a prouvé 
par là même l'impossibilité de la quadrature du cercle au moyen 
de la règle et du compas. Il est d'ailleurs facile de la réaliser en 
employant une courbe transcendante ('). 

On voit, d'après les considérations géométriques qui viennent 
d'être développées, que les fonctions circulaires, telles qu'elles 



( ' ) Le problème de la quadrature du cercle est déjà posé sous sa forme habi- 
tuelle dans le Papyrus Hhind, le document mathématique le plus ancien qui 
existe (1800 ans avant Jésus-Christ). L'auteur du papyrus, AâhmèSi en donne une 
solution grossièrement approchée. 

(') « Cette preuve de la transcendance de r ne diminuera guère d'ailleurs le 
nombre de ceux qui cherchent toujours la quadrature du cercle, car cette classe 
d'individus a toujours fait preuve d'une défiance absolue envers les mathémati- 
ciens et d'un mépris pour les mathématiques qu'aucune démonstration ne saurait 
désarmer ». (Félix Klein, Conférences sur les Mathématiques. . . traduites par 
L. Laugel^ p. 52. ) 

(*) Voir : F. Klein, Leçons sur certaines questions de Géométrie élémen- 
taire. . . rédaction française. . . par J. Griess, p. 94-96. 
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ont été définies, ne diffèrent point de celles étudiées en Trigono- 
métrie. Il était cependant nécessaire de leur donner une origine 
purement analytique, et d'en exposer les principales propriétés 
en dehors des théories de la géométrie, afin de montrer que leur 
existence est indépendante de tout postulat (*). 

Multiplication des arcs. — La formule d'addition des fonctions 
coso; et sino: donne successivement : 

cosaar = CCS» a? — si n'a:, 

cos3x = ces' a? — 3 sin*a? ces a?; 

cos4a? = cos*a7 — 6 sin'a? ces' a: + sin*a:, 



sin^a? = 2 sma; cosa?, 

sinSa? = 3sina?cos*a7 — sin'a:, 

sin4^ = 4 sinaycos'a? — 4 sin»a:cosar, 



on est donc conduit à poser 

cosnx = cos^a^-h ajSÎn*a?cos'»-*a:-4- a^s'm^ x cos^-'' x -{- . . ., 

sin/ia? = n sina?cos'»-*a? -4- aasin'a: cos«-'ar -H assin'a? cos^-sar -+- 

Si l'on suppose ces relations établies pour n = m^ elles sub- 
sistent pour n = m -4- I ; on le vérifie aisément au moyen des for- 
mules 

cos(n -r- i)x = cos/ixcosa? — sin/ia? sinar, 
sin(/i -4- i)a7 = cosnx sinar -f- sin/ia7cosa:; 

et, comme elles sont démontrées pour les valeurs 2, 3, 4 de /i, on 
en conclut qu'elles sont générales. Pour déterminer les coeffi- 
cients Oa, «8, a4, ^5, . . ., il suffit d'identifier les développements 
précédents avec ceux que l'on obtient en les dérivant; on trouve 



(1) « Il y a un intérêt philosophique évident à introduire dans Tanalyse le 
moins possible de données expérimentales, et il importe par conséquent de don- 
ner des fonctions sina? et cosa: une définition qui repose uniquement sur la notion 
de nombre et n'emprunte rien à l'idée d'espace ». (Jules Tannery, Introduction 
à la théorie des fonctions d'une variable, p. i47- ) 
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ainsi, d'abord les équations 

n — 2a2= n', 
(/i — 2)a|— 4«4= na^, 



• î 

el pareillement 

3a3 — n{n — i) = naj, 
5aj — (/i — 3)a3= /la^, 



(•2JD -h 3)a,;,^.3 — (/i — 2/? — I )a,;,-n = /i«j;,+j, 

d'où 

n(/i — i) n(n — r)(n — 2) 

1.2 1.2.3 

n{n — 1)(^ — '^)[^ — 3) n{n — i)...(n — 4) 

1.2.3.4 1.2.3.4.3 



par suite 

cos/iar = cos"ar ^ sin^arcos^-'a? 

1.2 

1.2.3.4 

t^{^ — OC'i — '>')., 

sin/ij; = /i s\nxco%'*-^x ^ sin'^c cos'*~'j: 

1.2.3 

i.2.3.4<â 

telles sont les formules de multiplication des ares. Elles ont été 
trouvées par Jean BernouUi qui les donna en 1701 dans les Acta 
eruditorum sans indiquer de démonstration (*). 

Décomposition de coso; et de sino? en facteurs binômes. — On a 

cosnx = cos"ar-i- ajsin'arcos^-'x -\- ai, sin*a:cos'»-*a7 -h. . ., 
sin/iJ7 = n sina7Cos'»"^a7 -+- az ^\ti^ x cos'*-^ x -\- a^ s\n^ x cos'^-^ x -h.... 

Soit n pair; la fonction cosnj; est un polynôme entier en sin.r 



(') Jotiannis nernoulli . . . opéra omnia, l. T, p. 386-889. 
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de degré n qui s'annule pour les valeurs suivantes de la variable 

(n--i)7: 3it ir ir Sic {/i — i)7t^ 



3Tt 


ir' 


TT 


37C 






■ j 




in 


in 


m 


m 



ce polynôme est donc divisible par chacun des binômes 

sin*x sin*.r sin'a? 

I — • I 



it . . Sir 



an A/i s»" ,;i 

et, comme il se réduit à l'unité pour sin:r = o, il est égal à leur 
produit. 

Si l'on considère maintenant la fonction 

sinn^ 



n siD:rcos^ 



on voit qu'elle a pour expression un polynôme entier en sin^ de 
degré n — 2 qui s'annule pour les valeurs suivantes de la variable 

(n~-l)TZ 4^ 27C ITZ 4'ït (/i_2)Tt 

- 9 • • • » — — 9 — — 9 — f — » • • • > - - — ; 

'in m m m m m 

ce polynôme est donc divisible par chacun des binômes 
sin*ar sin*ar sin*ar 



2/1 m 



m 



et, comme il se réduit aussi à l'unité pour sin^ -.^ o, il est égal à 
leur produit. 

Si l'on remplace x par - 1 il résulte de ce qui précède que l'on 
peut poser, pour n pair, 




sin* - 
n 

. . /l — ITT 

m 

_. sin«- \ / sin» 

sina? = /i sin-cos-l 1 

n n\ . . 27: 




sin*— - / \ sin* ^ '^Jp 

2/1/ \ .^n 



G. 
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On obtiendrait de même, pour n impair, 



cosx = cos — 1 


n 


sin'— ^ 

^ 2/1, 


sina? = n sin — | 


71 
I 

, sin' — 

V 2/1, 




Développement de sinâ? et de cos^ en produits infinis. — On 
peut poser 




. , se 
sin* 



. . m: 
sin* 



La variable x ayant une valeur délerininée, si m est un entier 
supérieur à la valeur absolue du rapport -> en prenant /i supérieur 
à /n, les facteurs du produit 

r sm.-^-"ir sin.— ^ "1 r sin. ^ ~l 

p _| 2/l-HI II 2 /l -H I II 2/1-4-1 I 

L 2/l-hl-JL. 2/l-l-lJ L 2/l-hlJ 

sont tous positifs el inférieurs à l'unité; par suite, le produit R^, 
lui-même inférieur à l'unité, vérifie Tinégalilé 



H,„ > i 



[sins sin* sin' '■ — | 

2/1 -il 2W -h I 2/H- I I 

. (m-^i)r, . ,(//i-H2)7: '" ~~ rrï: T 

sin* sin* -^^ — sin' 1 

2 /A -^ I 2 /i -H i 2 /i -h I J 



Tous les arcs qui figurent dans l'expression précédente sont 
compris entre et + ^; or, quand a: croît en valeur absolue 

de o à -, le rapport - — décroît de i à -, et l'on a 

àx- 
_Y < sin2.r<^2; 
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en appliquant ces inégalités aux seconds termes des facteurs de 
K„,, on obtient 

r> ar' r I I il 

d'où, à plus forte raison, 

Rm>i- j [;n(/n-+-i)"^(/n-+-i)(m-+-2)'^'"J' 
c'est-à-dire (p. 28) 

Rm>i— ',--■; 

comme R;„ est inférieur à l'unité, soit 

R/n=I — 0«^, 

4/71 

en désignant par 8„ un nombre positif moindre que l'unité et 
d'ailleurs variable avec ^, /i et /n; l'expression de sina: devient 
alors 

en posant 




sm* \ / sin* 




2/1 -+- I 



..2t: I \ ../?iir 

sin' / \ sin* 



•in-hi/ \ 2/H-i/ \ 2/1-1-1/ 

Quand /i croît indédnimenl, le» produit 



( 2 /i -h I ) sin 



2/1-4-1 



tend vers a:, et, pour une valeur déterminée de /:, la limite du 
rapport 



sin 

2/1. -h 



sin 

2 /i -h I 



est T-; quant au facteur i — 0,, - — » il a nécessairement aussi une 
Aric' ^ 4/?i 

limite, pulsqu^il est égal au quotient de deux expressions qui en 

ont une; mais 0„ seul varie dans ce fadeur; donc 8,, a une limite 8, 
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et l'expression de siii:c prend la forme nouvelle 

sinx = x(,-g)(.-^,)...(,-;^,)(.-6^). 

Si maintenant on fait croître m indéfîniment, on trouve 



I. . .! 

97tV ' 



tel est le développement de sinx en produit infini. 

On établirait de même le développement de cosor, mais il est 
plus simple de le déduire de la relation 



SI n '2 07 

cosa: = — . — ; 
2 sina? 



on obtient ainsi 

Ces deux formules sont dues à Euier ('), qui les a démontrées 
au moyen de considérations d'un autre ordre. 

Le produit des deux expressions 

(,_î)(,-î)...(,_î). 
(■•^7) (-i)- •(-?)• 

a pour limite le rapport » quand p et q deviennent infinis en 

restant égaux. Mais il en est autrement sip et q croissent sépa- 
rément au delà de toute limite, et l'on voit facilement pour quelle 
raison. 

Formule de IVallis. — Si dans l'expression 

sinj* = jr(i Ifi — — Ifi |... 



(') Introdiictio in Anatysim infinitorum, t. I, § i58. 
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on fait ;r = -. elle devient 



16 j 



2 

7: 



le facteur général de ce produit peut se mettre sous la forme 



donc 



L 

4^ 



in — i 2 AU- 1 
2 Al 2/1 



2 



224466 
ï 3 3 5 5 7 



cette formule célèbre, à laquelle Wallis est parvenu par induction 

dans son Arithmetica injinitorum (*), définit - comme la limite 

du produit d'une infinité de fractions alternativement supérieures 
et inférieures à Tunité. 

Développement de log^^^» logcosaretlog— ^^ en séries en- 

X X 

tières. — Soient P,, le produit des n premiers facteurs de ^^ > 

et R/, le produit des facteurs suivants; la limite de R/i est l'unité; 
par suite, la valeur absolue de x étant inférieure à it, on a 



logi'^ = log(,-g)+log(i 






Mais, pour toute valeur de x intérieure à l'intervalle ( — ir, -f- 7:), 
les termes de cette série sont développables suivant les séries 
entières absolument convergentes 



^^y 4tîV ~ -Jt'-ï^' -^ 2*7:* 


I x^ 
~" 3 7? ■ •*' 

3' 2filT6 '*• 


. / .r« \ X^ I X^ 


I :r6 

"3 n^r.^ '" 



(*) Johannis Wallis.,, opéra mat/iematica, t. I, prop. CXCI, p. 469. 
L* Arithmetica infinitoruni a été publiée à Oxford en i655. 
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d'ailleurs, si l'on considère une valeur positive de :r inférieure à i:, 
la série positive de terme général 



X* ta:* I 37* 



est convergente et a pour somme 



^^sina?* 



par conséquent, en posant 



c » I » 



la sommation par colonnes verticales donne 

, sina? S| , I S4 . I Sj , ^ ^ 

'^ a? 11* 1 Tz^ 3 lî» 

On voit de même que, x aj^anl une valeur absolue inférieure a 
-> les termes de la série 

sont développables euiséries entières de la forme 
9^x* I a^x^ I a«a?* 



(2/1 — i)«t:* ' 2 (-2/1 - i)*7c* 3 (-2/1 — i)«7:* '"' 
et, si l'on pose 

on obtient, en appliquant le théorème des séries de séries, 
logcosa: =— 2*-r-^* 2^-f ar*— - 2» — f a:«— . . ., < a? < - • 

Il suffit de retrancher ce développement de celui de log— - 
pour avoir le développement de log—'-—. 
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Développement de xcot^ et de tango: en séries entières. — Si 
l'on dérive les développements 

, sinar S- , i S^ . " Se . 

log = — - a;* -x^ — ô -I ^* — • . • » 

loscosa: = — 2*— ?x* 2* ~a?*— -'f^-4^^ — • • .* 

° Tt* 2 ir^ 3 11* 

on en déduit 

S S S 

X cota? = 1 — 2— Jar' — 2-4 a?* — 2-4^* — •••> — '7r<a?<7r, 
lî* ir* 7c* 

- Tj _ Tt - ^ T« _ "ï^ ^ ^ ^ 

o 1t» 7t* 1î« 2 2 

On pourrait d'ailleurs établir par la méthode des coefficients 

indéterminés les développements en séries entières de ^rcoto: et 

detang^z; (p. 98), car 

cosar sina: 

a7cota7=a?-: — > tangar = > 

sina? ° cosa? 

rapports dont les deux termes sont développables en séries 
entières. 

Expression des sommes Sx» et Tt^ en fonction du nombre de 
BernoulliB,|. — Soit 

v = i— 2-ra7*— 2— r^?* — 2-; a?* — 

ir* Tz* ïc* 

Si Ton se reporte aux développements en séries entières de cosa; 
et de sin^, on reconnaît immédiatement que 

(cosarVô"*^ = (— I)'», (sin^)i,»»+ï> = (— i)«, 
(cosa?)i,*'*"^*' = o, (sina7)ij"»^ =0, 

par suite, en prenant la dérivée (an + i)'^™" des deux membres 

de la relation 

y sina? = arcosa?, 

on trouve, pour 07=0, 



^•> i.a.3 ^ 



'0 



+(..,)«-.(:—ti):izVi-(-,)«.n = o. 



l.'2 
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Or, les nombres de BernouUi B/, sont détermiDés par la relation 
de récurrence (p. 117) 

I I . '2 . 3 

, .„ , (2/1 -4- 1)2/1 --, . .^ 

donc 

c'est-à-dlre 

^»'*~ 7":: — :r« "«» 

I .2. . .2/1 

cette importante relation a été découverte par Euler ('). Il est 
facile d'en tirer l'expression de T2/1 en fonction de B^. En effet, 

I „ _ I I I 



d'où 

par conséquent, 

Si, dans la formule 



Tj/»- Sjrt— ^Sj„, 






^*"= 1.2. ..2/1^"' 



on donne successivement à n les valeurs i, 2, 3, . . ., on en dé- 
duit 



- - = l -î h 1 ' 

6 2» 3» 4* 

^* _ ' ' . * 

90 ~ * "^ 2* "^ 3* "^ 4^^ 

7r« _ I I ï 

945 ~ * "^ -I^ "^ 36 "^ 4« 



ces résultats remarquables ont été trouvés par Euler (2). 



(') Insiiiutiones Calculi differentialis, partie 2, § laa. 

(-) Commentarii Academiae Scientiarum imperialis petropolitanae, t. VII, 

1734-1735, p. 123-134. 



V. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 169 

On n^a pas réussi jusqu'à présent à déterminer la somme S„ 
pour les valeurs impaires de n. 

On obtient de même, au moj'en de la relation 



les séries suivantes 



s 


T,« = 


1 ( 


2Ï« 

I .2. . 


.2/1 


B«, 


8" 


= 


l-H 


3i 


-4- 


I 

5« 


"7'^ 


-f-.. ., 


96 


= 


I-H 


T* 


-h 


1 


1 


-4-..., 


960 


= 


I-h 


3^ 


-H 


1 
5« 


-^? 


-+-..., 



Lorsqu'on remplace les sommes Sj, S4, S«, . . ., T2, T^, Te, ..., 
par leurs valeurs en fonction de B|, 63, B3, . . . , les divers déve- 
loppements en séries entières précédemment établis deviennent 

X I 1.2 2 1.2.3.4 

lOgCOSX =— 2(2*— l)— 'A»(2^- l)— ^~—,,., 

I 1.2 2 1.2.3.4 

, lang.r ^, , Bi a?* ^, , , B, r* 

a: "^ I 1 . 2 ' 7. 1 . 2 . 3 . 4 



et 



tangx = 2«(2«— i)B,— -H2*(2*--i)B,- ^' 



1.2 ' ' ' 1.2.3.4 



X* 

X cota: = I — 2* Bi 2* Bj 



1.2 ' '1.2.3.4 " 
ou bien, en effectuant le calcul numérique des coefficients, 



6" 


180 


a7« 

2835 


x^ 
2 


x^ 

"12 


x^ 
45 



et 



sma^ 
log-- 



log cosa? = ■ 



. langar _^ a' yx^ 62 a*' 
^^~~x~ ~^ y "^ "9^ "^" 2835 

x^ 2 37* i7ar' 
tanga: = x -h - - -h --- -i- (-^ - 
3 l5 3iJ 

a: cola: =1 -rr , - 

3 4j 9i^ 
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Application. — On a déjà rencontré, à propos des nombres de 
Bernoulli (p. 117), la série 



e^^e-' ' i.'2 " i.a.3.4 • ' 

mais son ravon de convergence n'a pas été déterminé; on peiil le 
calculer de la manière suivante : 
On a 

par suite, si iin est la valeur absolue du terme général de la série 
considérée, on trouve 

d'où, comme 82» décroît quand n augmente, 

ainsi, lorsque x reste à l'intérieur de Pintervalle ( — t, 4-ir), les 
valeurs absolues des termes de la série alternée vont constamment 
en décroissant; elles tendent d'ailleurs vers zéro; le rayon de con- 
vergence est donc égal à tt. 

Développement de :rcosôc:r et de sécx en séries entières. 
Nombres d'Euler. — Si, dans la relation 

X XXX 

xcosecjF = — tane — 1 — cot -> 
2 ° 2 2 2 

on remplace .r tang- et a: cot- par leurs développements en sé- 
ries entières, on obtient 

x^ x^ 

ir cosécar = i -f-(2*— 2)B| H (2*— 2)Bj ^77—7-+-.. -, — 7:<jr<T:. 

^ 1.2 ^ i.2.i.4 

Quant à la fonction séc^, elle est égale au produit des fonc- 
tions — ^^— et 4:coséc;r, toutes deux développables en séries en- 
tières à l'intérieur de rinlervallc ( — -> "^r)> '^ fonction sécj* 
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est donc elle-même développable en série entière, pour les valeurs 

de X comprises entre et H- -; elle reste d'ailleurs invariable, 

quand on y change ^ en — x^ et, comme elle se réduit à Tunilé 
lorsque x s'annule, son développement est nécessairement de la 
forme 

secj7=n-Ei hE, r----h...-i-E„ h..., <jr< -; 

1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/1 2 2 

pour déterminer les coefficients E|, Ea, . . ., E«, . . ., il suffît de 
multiplier cette série par la suivante 

x^ x^ , ., ar*'* 

•-^(" 0"-— — rr-^---» 



1.2 1.2.3.4 
et d'annuler dans le produit le coefficient de x'^*^\ on trouve ainsi 

1.2 1.2.3.4 

formule qui permet de calculer successivement E|, Eo, ..., E/i, — 
Si l'on donne à n les valeurs i, 2, 3, . . . , on obtient 

I— E, = o, 

1 .2 

6.5„ 6.5.4.3„ 

'-T7z ^'^77^73:4^""''' = "' 

• » 

d'où 

E, = i, E,= 5, Ej = 6k ...; 

on voit que les nombres E|, E2, . . ., E„, . . . sont tous entiers. 
Ces nombres ont été appelés par Scherk nombres d^Euler; c*est, 
en eflet, Euler qui a calculé les neuf premiers (*). 

' Lorsqu'on y remplace les coefficients par leurs valeurs numé- 
riques, les développements de xc.osécx et de séca: deviennent 

1 " 3i 

X coséc :f = I -h - 07* -f- ~— x^ H . a:*^ H- . . . , 

() 36o JJ120 

secar = IH — jr*H- —- a»* -h a;* 4-.... 

2 24 720 



(*) Institutiones Calculi dijferentialis, puitic 2, § '2'24. La valeur don née par 
Kuler pour E^ est fautive. 
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Développement de coto? et de tang:r, en séries de fractions 
simples* — Si, dans la série entière 



I S, 
cota: = 2— r a? ■ 



2 — r a;' -f- 2 -T or* - 



on développe les sommes Sj, S4, So, . . ., puis que l'on groupe 
les termes dont les dénominateurs forment les puissances paires 
successives d'un même multiple de :t, on obtient ainsi les pro- 
gressions suivantes 



9.T IX 


7.X^ 1X^ 

^V -+- -^6 -*-•••' 

7.X^ 2.r5 


Tz^ — x* ~~ ir' 

IX iX 


47cî-a:2 ~ 2»-ir« ' 


ÀX IX 


23.3 9 2.5 
• » 


fit ^J __ jri ~ ^ J Tçï 



ces séries sont absolument convergentes pour toutes les valeurs 
de X intérieures à Tintervalle ( — ir, 4-'»^); d'ailleurs, dans cet 
intervalle, la série de terme général 



/l*7t* — x^ 



est absolument convergente, comme on le constate en appliquant 
une règle connue (p. 38); par suite, d'après le théorème des séries 
de séries, 

IX IX 



ou 



I IX %x 

cot.r = 

X 7:*- .r* \t?-—x^ 97:*-- X» 



I I 

colar = 



X tZ — X 7Z-^ X ITZ —X 'nz->r X 

tel est le développement de cot:ren série de fractions simples. Si 
Ton change x en x^ on obtient 



III I 
tança: = 1 

X ^ X Z- — X 3--f-a7 

•2 ■;► '2 1 



'IX y.T 

langa-=-^ "^ -;.,- 



4 4 
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résultats que l^on peut aussi déduire directement du développe- 
ment de tang^ en série entière. 

Quand on substitue x-\-'tz ou x — tc à x dans le développement 
de cota; en série de fractions simples, la disposition des termes 
est modifiée, mais les sommes des n premiers termes, dans la 
nouvelle série et dans la série primitive, ne diffèrent que par 
deux termes, de sorte qu'elles ont des limites identiques; le dé- 
veloppement de cot^ subsiste donc pour toute valeur de x. On 
verrait pareillement que le développement de tango; a lieu quel 
que soit x. 

Si, dans le développement de cota;, on donne à la variable la 
valeur tzx^ on trouve 

I I I I 1 

ir cotirar = 1 1 1 \- 



X X — l X -\- l X — 2 X -h 2 



Cette formule est due, comme les précédentes, à Euler (*). 

Le développement en fractions simples de la fonction tangj: 
donne lieu à une remarque intéressante. Les deux séries, qui ont 
respectivement pour terme général 



X — (2/n-i)- a? -h (an -4- i)- 

2 '2 

ne sont pas convergentes, mais, d'après ce qui précède, si Ton 
désigne par S/i et T;i les sommes des n premiers termes de cha- 
cune de ces deux séries, l'expression 

tend vers — tango:, quand n augmente indéfiniment. Si l'on con- 
sidère maintenant les deux séries qui ont respectivement pour 
terme général 



et 



:r — (2n-M) 


-f- 


(2/1 -+- 1) - 


:rH-(2rt H- 1)- 


(2/1 H- 1)- 



( ') Introductio in Analysim injinitorum, t. I, § 17Î, 171, 178, 181. 
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on constate qu^elles sont absolument convergentes; aussi, en ap- 
pelant Py, la somme des p premiers termes de la première et Q^ la 
somme des q premiers termes de la seconde, quelle que soit la 
manière suivant laquelle les nombres p et q varient quand ils 
croissent au delà de toute limite, l'expression 

tend toujours vers — tang^. Ce résultat est une application d'un 
théorème très général dû à Mittag-Leffler (*). 

Déyeloppement de coséc^r et de sécâ? en séries de fractions 

simples. — On a 

1 a: i a: 
coseca? = - tanc — i — cot — > 

2 ° 2 2 a 

par suite 

cosecjr = — h ( f — ( ) -h. . ., 

X V^TT — J7 TC-^-X/ \l3LTZ — X 271 4- 37 / 



OU 



I IX 2,X ^X 

coseca: = — h 



X it* — a?* 4'^' — ^* 9^* — ^' 



en remplaçant x par - — x, on obtient 

sécx = ( ! î — \ — / 1 \ • 

\1-^ l^v v^-^ ^l-^v 

ou 

: 37: 57: 



secx = 



t:* 7î* t:* 

— x^ 9 — — x^ 25-^ x^ 

•I 4 4 



si, dans cette relation, on fait a: = o, on trouve {voir p. 189) 



7C III 

4 = -3-^5-7 



( ' ) Acta mathemalica, t. IV, 188^, p. 8. — Voir : Jules Taxnery, Introduction 
à la théorie des fondions d'une variable, p. 161-162. 



i 
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SÉRIES TRIGONOMKTRIQLES. 

On donne le nom de série trigonomélrique à toute série de la 

forme 

«0+ <^\ cos6 -f- aj COS2O -+-. . .-h «/» cos/i8 -+-. . . 

-4- bx sinÔ -h ^1 sin aô -h. . .-f- 6;, sin /lO -+-. . .. 

On suppose ordinairement que les coefficients des cosinus et 
ceux des sinus ont le même signe ou sont alternativement positifs 
et négatifs; il suffit, d'ailleurs, de remplacer 6 par 7: 4- 6 pour ra- 
mener le second cas au premier. 

Les séries Irigonométriques jouent un rôle considérable en 
Physique mathématique. C'est le problème de la possibilité de la 
représentation analytique des fonctions arbitraires, dont la ques- 
tion des cordes vibrantes a été l'origine, qui a conduit à la consi- 
dération de ces séries. Les premières recherches sur ce sujet sont 
dues à d*AlemberJ, Euler, Daniel Bernoulli et Lagrange; mais 
la théorie des séries trigonométriques n'accomplit de progrès 
véritables que beaucoup plus tard, grâce aux travaux de Fourier. 
Depuis, cette branche de l'Analyse a été l'objet de nombreux 
Mémoires; il faut citer notamment ceux de Poisson, Dirichlet, 
Riemann (*). 

Théorème. — Si les coefficients ao^ «i, .-•, an, ... et 6|, 
^2î •••? 6/1 î •••7 supposés positifs, décroissent constamment 
à partir d'un certain rang et tendent vers zéro, les séries 

ao-+- «1 ces G -f- a% ces '26 -4-. . .h- a,» cos/iO -h. . ., 
^1 sinO -4- 6j sin2 6 -f-. . .-f- bn sin/iO -h. . . 

sont com^ergentes; mais, pour la première, il y a doute si 6 est 
multiple de 211. 

Soit d'abord 

S,t= ao-h ai cosO -+- ajCosjiO -i-.. .-h a,i-i cos(/i — 1)6; 



( ' ) Voir, pour Thisloirc des séries Irigonométriques, la Monographie de Saclisr : 
Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, a* série, t. IV, 1S80, 

p. \:^-^^\ ei p. 83-112. 
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on peut toujours admettre que les coefficients rtoi ^i? • • m ^/»-» 
décroissent à partir du premier; alors, si 8 n'est pas égal à un 
multiple de 271, on a 

6 e ' A • ® 

aSaSin - = 2 an si n - -h 2aiCos6 sin — h. . .-+- VLan-iCOsi n — ijOsin -» 

c'est-à-dire 

c . t) .0 / . 39 . 0\ 

2SnSin - = aaosin - -hcfi ( sin sin - ) -h. . . 

9. 9. \ 2 2/ 

/ . 2 /i — I ^ . 2 n — 3 ^\ 
-H a/i-i I sm — — — sin 6 \ , 



ou 

2S/|Sin - = «oSin — \- (ao — at)sin — h . , . 
2 2 2 

. . 2/1 — 3 |. . 2n — 1 1., 

-f- (a«-, — an-i ) sin — ^^^ — 6 -+- a«_i sin — ^ — 0; 

le dernier terme du second membre tend vers zéro, et, le premier 
étant mis à part, les autres termes forment, quand n augmente 
indéfiniment, une série convergente; en effet, leurs valeurs abso- 
lues sont respectivement inférieures aux termes correspondants 
de la série positive convergente 

( «0 — a, ) -H ( ai — «1 ) -4- . . . -h ( a„^t -««)-+-..., 

dont la somme est ao; on en conclut que la somme 2S,i sin -tend 

vers une limite, pour /i = 00, et que la première des séries consi- 
dérées est convergente, sauf peut-être pour les valeurs de 8 égales 
à un multiple de 27c. 

On établirait pareillement quMI en est de même de ïa seconde 
série si les conditions énoncées sont remplies. 

Développements trigonométriques usuels. — Nous allons éta- 
blir certains développements trigonométriques usuels d'une 
grande importance, notamment en Astronomie. 

I. — Soit 

Î5„-^ I 4-XCOsB -H X^ COS2O 4-...-i-ic«-* cos(/t - i)0; 
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si ron multiplie les deux membres de cette égalité par le trinôme 

I — 2^17 ces 6 -\-X^, 

on trouve 

(i — 2rr cos6 -+ a?*)Sn = i — or ces 6 — a?*» cos/iO -ha?'*+* cos(/i — 1)6; 

par suite, si x est intérieur à l'intervalle ( — i, 4-i), on a, 
pour /i = 00, 

I — a?cos6 û _ - , oft 

= i-i-arcos6 -4- a?» ces a 6 -Ha?* ces 3 9 -h.... 



I — aa? ces 6 -ha?* 

c'est-à-dire, quel que soit 0, 

cos6 — X A *, *. 
5 = cos6H-a7cos9.6-4-a?«cos36-H..., — i<a?< i. 

II. — Soit, de même, 

Trt= arsinô -ha?' sinaO -h. . .H- a?»-* sin(n — 1)6; 

si l'on multiplie encore les deux membres de cette égalité par le 

trinôme 

I — 207 0086 -ha?', 
on obtient 

(i — 2rrcos6 -f- x*)Tn= arsinô — x" sin/i6 -j-a?»-»-* sin(n — i)6, 

et, si X est intérieur à l'intervalle ( — i, -h i), on a, pour /i = <x>, 
quel que soit Q, 

= a?sin6 -4-ar* sinaO-Har' sinSO-H. .., — i<a?< i. 



] — aarcosO -Ha?* 



Ce développement et le précédent étaient connus d'Euler (*)• 
Us sont tous deux récurrents, propriété qui pourrait être utilisée 
pour la détermination des coefficients. 



III. — Soit 

jr = log(i — aa? ces 6 -ha?») «; 



(*) Novi Commeniarii Academiœ Scientiarum imperialis petropolUanœ, 
t. V, 1754-55, p. 202. 

G. 12 
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la dérivée de y par rapport à ^ a pour expression 

, cos6 — X 

•^ 1 — -iarcosô -i-ar- 

par suite, y est développable, à l'intérieur de l'intervalle 
( — I? +i)^ suivant la série entière 

y= COS0 -4-a7cos2 8 -ha?' cos36 -4-.. .; 

comme yo est nul, on a donc, quel que soit 6, * 

log(i — 237 0.05 -har'J *= — cos6 H cosaB -+- -^ cos36 H-. . . 

— 1< j?<i; 

quand x est égal à l'unité, cette série reste convergente, d'après 
le théorème précédent, pour toutes les valeurs de Q non égales à 
un multiple de 27c. 

Fonction de 'Weierstrass. — On peut construire au moyen des 
séries trigonométriques des fonctions singulières dont le type est 
la fonction de Weierstrass. 

Soient r un nombre compris entre o et i, et a un entier im- 
pair supérieur à -; la série 

cosTua?-*- rcositaiTH- r*'cos7ra*a: -h. . .-+- r^cosita^ar-h. .. 

est absolument et uniformément convergente dans tout intervalle, 
ses termes ayant des valeurs absolues inférieures ou au plus égales 
aux termes correspondants de la progression 

1 -H r -h r* -+-...-+-#•« -+-...; 

la somme/(^) de la série est donc continue pour toute valeur de 
. la variable (p. 65). 

La fonction ainsi définie, imaginée par Weierstrass ('), pré- 
sente la particularité remarquable de ne pas être dérivable dans 
tout intervalle. En effet, pour deux valeurs x et^o de la variable, 
on a 



n = » 



f{3P) —/(xq) __ "^ ^ cosita^a? — cos?ra"a?o 



=2 



X — Xq ^aà X — Xfi 

n=0 



(') Mathematische Werke, t. II, p. 71-74 et m8-23o. 
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Sî l'on applique au terme général de celle série la formule des 
accroissements finis, on constate que sa valeur absolue est 
moindre que Tz(ar)'^, de sorte que la somme Sm des m premiers 
termes vérifie l'inégalité 

|S«|<ir 2 («'•)". 
n = 

d'où 

Soient maintenant am Tentier positif ou négatif le plus voisin 
de a"*a:o, et ^m un nombre, compris entre et +-» tel 

que 

a"»a?o = a/n-HO,n; 

soit, de plus, 

" a"» 

en désignant par tm un nombre égal à ±: i; la différence x — j^o si 
le signe de e;7i.et vérifie la condition 

elle tend par suite vers zéro, lorsque m croît indéfiniment. 
D'autre part, le nombre entier a'^x ou a^ H- e^ étant de même 
parité que a^n-f- 1, on trouve, pour n'tm, 

cosirawa; = cos'7t(a,«-+-e;„)a'»-'» = ( — i)«m-»-i^ 

cosira'»a?o = cosi: (a^,» -H 0^)^""'" = — (— i)«m-^i cosiz^m^'^^'", 

et l'expression du reste R^ relatif à S,„ devient 

( i^a«-»-i ^-^ 

R^==L_L_ 2^ r«(i-f.cosire;„a«-'«). 



Mais la série positive 

r"«(i4-cos7rO;„) -+-/'"»+>( 1 4- cositO;„a) -h.. . 
a son premier terme au moins égal à r"*, car T.^m est compris entre 
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— - el -{- - : de là résulte 

et, à plus forte raison^ 

|R,«|>^(«r)"«; 

par conséquent, il suffît de prendre 
ce qui entraine 



37t 
2 



3 -, 



pour que la valeur absolue de R^ soit supérieure à celle de 5^; 
on en conclut 

|S;„-+-R„,|^|R;„|-IS,„|, 

d'où 



f(x)-^f(x,) \^ 



X — wCq 



2 



3 a/- — I 



(ar)'". 



Le second membre de celte inégalité croît indéfiniment avec m\ 
d'ailleurs, le rapport ^^^ — _^' — — a le même signe que R^, c'est- 
à-dire le même signe que ( — i)*'""*'*eTO, et, comme pour chaque 
valeur de m le signe de tm, est arbitraire, on peut faire tendre ce 
rapport indifféremment vers -+-oo et — oo. La fonction continue 
f{^x) n'a donc pas de dérivée si l'on suppose 

Su 

2 

La fonction de Weierstrass n'est pas la seule fonction continue 
qui jouisse de la bizarre propriété de n'être point dérivable dans 
tel ou tel cas (*).I1 existe beaucoup d'autres exemples analogues ; 
Darboux en a cité plusieurs dans son Mémoire sur les fonctions 
discontinues. 



(*) « Il y a cent ans, une pareille fonction eût été regardée comme un outrage 
au sens commun. » (H. Poincaré.) Cependant, d'après Baire, « c'est par excep- 
tion qu'une fonction continue admet une dérivée ». 
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Fonctions circulaires inverses. 

On représente par 
arccosor, arcsinrr, arc tangâr, arc cota?, arc sécar, arc cosécrr 

les fonctions inverses des fonctions circulaires et on les énonce en 
faisant précéder du mot arc le nom de la fonction circulaire cor- 
respondante. Nous définirons seulement les trois premières de ces 
fonctions; les autres ne sont pas employées. 

Définition de arccosa:^. — On désigne par arccosx l'arec dont 
le cosinus est a:, c'est-à-dire la fonction y définie par la relation 

X = cosj^, 

la variable x ayant une valeur absolue au plus égale à l'unité. 

Lorsque y varie de o à tt, la fonction cosj^ varie de -h i à — i, 
et, comme elle est continue, elle passe par toutes les valeurs inter- 
médiaires et, en particulier, par la valeur x (p. 19); de plus, elle 
n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment décroissante. 
Soit donc z l'arc unique, compris entre o et tc, dont le cosinus 
est x\ tous les arcs y^ de cosinus égal à x^ sont déterminés par la 
formule 

si l'on donne à k une valeur entière fixe après avoir adopté l'un 
des deux signes -h ou — , quand x varie de — i à -t- i, comme z 
est une fonction uniforme de cette variable, il en est de même 
de y^j la fonction arccosx admet donc une infinité de détermi- 
nations uniformes que Ton obtient en donnant à ^ toutes les 
valeurs entières et en prenant chaque fois le signe H- ou le 
signe — ; mais, dans la pratique, on ne considère que l'arc z^ et 
c'est seulement cet arc que Ton représente par le symbole arc cosx. 
Lorsqu'on trace les arcs de courbe correspondant aux détermi- 
nations de arccos:r, on constate facilement qu'ils se raccordent 
deux à deux en leurs extrémités. On peut donc regarder l'ensemble 
de ces arcs comme formant une courbe unique qui figure les di- 
verses branches de la fonction. 
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Dérivée de arccos^r. — Si Ton applique la formule des accroîs- 
sements finis à la fonction 

X = cos^, 
on trouve 

Aa? = — sin(5 -+- 9 A^)A-s, o<6<i; 

le coefficient de As n^est jamais nul en supposant x différent de 
± i ; quand Lx tend vers zéro, il en est donc nécessairement de 
même de As; d'autre part, la fonction sin^ est continue, par suite 



d'où 






/l 37* 

et alors 



y=^ • 



On prend le signe — ou le signe + suivant que y est égal à 
2Â"iî4-^ ou à iktz — s, c'esl-à-dire, suivant que siny est positif 
ou négatif. 

Toutes les déterminations de arccos^ ont donc des dérivées 
égales en valeur absolue. 

Formule de Jacobi. — Soit 

/(a) = (i- «)""«"; 
la dérivée/?'^"® a pour expression 

/(.K«)^(-.)''(n-i)(«-^)...(«-î^)(.-«)"-'^; 
mais, en posant u = x^^ on a (p. 98) 

par sui(e 

rf'»-«(i — a?»)" * , , 1.3. 5. ..(271 — 1) 
i i = / — \\n—\ i 1 
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or, si Ton fait 

X = cos6, 
on en déduit (p. 160) 

sin(/iarccosa7) = -cos^-JO sinO ^— r cos«-'6siii>ô -4-.. ., 

' I 1.2.3 

donc 

d^-i(i^x*)' i , ,„ 1.3. 5. ..(2/1-0 . , V 
^-= ,— = (—!)«-» ^^ sin(/iarccosrF); 

celte formule curieuse, analogue à celle d'Olinde Rodrigues (p. 83), 
est due à Jacobi (*). 

Définition de arc sinrr. — On désigne par arcsinx Tare y dont 
le sinus est x^ c'est-à-dire la fonction j^ définie par la relation 

X = sîn^, 

la variable x ayant une valeur absolue au plus égale à Tunilé. 

Lorsque j^ varie de à H — , la fonction sinj^ varie de — i à 

-f- I, et, comme elle est continue, elle passe par toutes les valeurs 
intermédiaires et, en particulier, par la valeur x (p. 19); de plus, 
elle n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment croissante. 

Soit donc z l'arc unique, compris entre — -' et + -» dont le sinus 

est x\ tous les arcs y, de sinus égal à x^ sont déterminés par les 

formules 

j^ = 2Â:it-+-^, y = {7.k-\-\)Tz — z, 

formules que l'on peut réunir en une seule 

^= mt-4-(— i)"^; 

si l'on donne à n une valeur entière fixe, quand x varie de — i à 
-|-i, comme z est une fonction uniforme de cette variable, il en 
est de même dej^; la fonction arcsinx admet donc une infinité 
de déterminations uniformes que l'on obtient en donnant à n 
toutes les valeurs entières; mais, dans la pratique, on ne considère 

(*) Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. XV, i836, p. 3-4- 
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que l'arc j5, et c'est seulement cet arc que l'on représente par 
arcsinj?. 

Les arcs de courbe relatifs aux déterminations multiples de 
arcsinj: constituent, comme pour la fonction arc cos^, une 
courbe unique. 

Dérivée de arc sin^r. — La formule des accroissements finis 

appliquée à la fonction 

X = sinz 
donne 

Aa?= cos(z -+-6 Lz)Lz\ 

le coefficient de A^ n*est jamais nul, si Ton suppose x différent 
de ih i; quand A^ tend vers zéro, il en est donc certainement de 
même de Lz\ d'autre part, la fonction cos^ est continue, par suite 



d'où 

et alors 

v' = ± 

/i — a:* 

On prend le signe -h ou le signe — suivant que y est égal à 
2*7: + ^ ou à(2A--|-i)'rt — z, c'esl-à-dire suivant que cos/ est 
positif ou négatif. 

Toutes les déterminations de arcsino; ont donc des dérivées 
égales en valeur absolue. 

Les dérivées de arc coso; et de arc sina: sont égales en valeur 
absolue; il est facile de le vérifier directement; en effet, si Ton 
pose 

u — arc cos a?, v = arc sinar. 




on a, pour une même valeur de Xy 

cos u = sin V = cos ( v\^ 



d'où 

et, par suite, 



«■ = = »>. 



V. — FONCTIONS CIRCULAIRES. l85 

Développement de arc sin AT en série entière. — Si l'on suppose 

que arcsin^ représenle l'arc compris entre et H — dont le 

sinus est x, la dérivée de cette fonction a pour expression 



v/f — X* 
elle peut se développer suivant la série entière 

/'(x) = I -H lar» -H ^^*-i-. . . , — I < a? < 1 ; 

comme f{o) est nul, on a donc 

1 ar» 1.3 a:» ^ ^ /,x 

2 i 2.4 5 - - \ /» 

l'application de la règle de Raabe, ou de celle de Gauss, montre 
que, pour j; = ih I, cette série est convergente; d'après le théo^ 
rème d'Abel, la limite de arcsino: pour x = i, par exemple, est 
égale à la somme de la série pour x = 1^ par suite 

•K __ II I 1.3 ^ I 1.3.5 

Si, dans le développement de arcsin^, on remplacer; par sinx, 
on trouve le nouveau développement 

I a 3 2.4 5 '22 

Développement de co8(/i arc sinar) et de sia{n arc sina?) en séries 

entières. — Soit 

y = cos(/i arc sîna;), 

le symbole arc sin^ représentant l'arc compris entre et H — 

dont le sinus est or; on a 

y _ , (arcsina?)*H — -r(arc sina?)* — . ... 

^ 1.2^ '' 1.2.3.4^ 



(*) Ce développement a été considéré pour la première fois par Newton dans 
son Analysis per cœquationes... {fsaaci Newtoni.,. opuscula mathematica, 
éd. Castillon, t. I, p. 22-33). 



l8ô THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SERIES. 

et celle série est absolument convergente pour toutes les valeurs 
de X appartenant à l'inlervalle ( — i, -l-i), y compris — i et -|- i; 
pour ces mêmes valeurs, arcsîn^ estdéveloppable en série entière 
convergente, et, comme il en est de même, d'après la règle de 
multiplication des séries, de ses puissances paires successives, on 
peut poser' 

( arc sin ar)** = a?*^' -+- a\ a?**-^* -t- «v ar**"^* H- . . . , 

les coefficients numériques a^, ^4, . . . étant tous positifs. Les 
valeurs 9bsolues des termes de la série y sont donc développables 
■en séries entières positives convergentes; la série positive consti- 
tuée par leurs sommes est aussi convergente, par suite la fonction^ 
est elle-même développable en une série entière convergente 
(p. 96) qui est nécessairement de la forme 

j^ = IH- X2a:*-H X^a?*-*- Xga?»-*-.. ., — i=ir^i; 
d'ailleurs 

1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/? 

Or, il est facile de constater que la fonction y vérifie l'équation 

différentielle 

(i — a7«)7'— ary H- n>y == o, 

d'où, en dérivant/? fois, 

• (i — a7»)yi'-+-*' — (2 /? -+- i)a:j^^/^»^ — (/?*— n« )y/'> = o ; 
pour :r = o, on trouve 

ainsi les dérivées impaires de y^ pour a: = o, sont nulles; quant 
aux dérivées paires, elles sont données par la formule 

fp^'^^ = (— i)«-^*nH««— 2«) (/i«- 4'). . .('i*-/'*), 
par conséquent 

cos(7iarcsinar) = I a?*-+- — ^^ , , 37* 

1.2 1.2.3.4 

1.2.3.4.5.6 ' 



V. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 187 

On obtiendrait de même 

. , • \ f* n(n* — 1*) , 

siD(/tarc sina?) = —x — x* 

^ ' I 1.2.3 

^.(„,-,.Hn»-3«)^._., _.<^,,. 

1.2.3.4.5 ~ ~ 

Ces formules ont été trouvées par Jacques Bernoulli (*); si dans 
l'une et l'autre on remplace x par sina:, on voit que, pour toute 
valeur de n, on a 

cosnx = 1 sin*a?H ^^ r— -~ sin*a7 

1.2 1 . 2 . J . 4 

1.2.3.4.5.6 2 2 

n . n(n^ — 1>) . , 
sin nx — — sina? — ^sin'a? 

1 1.2.3 

/i(/i«— i«)(n«— 3«) . , ^^ <f •" 

-» 5^-7-7 -^sin'a?— ..., ^x< -' 

1.2.3.4.5 2 ~ ~ 2 

Déflnition de arctang^r. — On désigne par arctangx Tare y 
dont la tangente est x^ c'est-à-dire la fonction y définie par la re- 
lation 

X = tan g/. 

Lorsque /varie de à H — > la fonction tang/ varie de — oo 

à -4-00, et, comme elle est continue, elle passe par toutes les 
valeurs intermédiaires et, en particulier, par la valeurs; de plus, 
elle n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment croissante. 

Soît donc z l'arc compris entre et H — dont la tangente est x ; 

tous les arcsj^, de tangente égale à x^ sont déterminés par la for- 
mule 

si Ton donne à k une valeur entière fixe, quand x varie de — oo 



(* ) Histoire de l'Académie royale des Sciences, 1702, p. a85. Le second des' 
déyeloppemenis avait été indiqué déjà par Newton dans sa première lettre à 
Oldeoburg du i3 juin 1676 {/saaci Newtoni.., opuscula mathematica, éd. 
Castillon, t. I, p. 3i5). 
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à +00, comme z est une fonction uniforme de cette variable^ îl 
en est de même dey, la fonction arc tang^ admet donc une inlS- 
nité de déterminations uniformes que Ton obtient en donnant à A' 
toutes les valeurs entières. 

Il y a lieu, dans ce cas encore, de considérer les courbes paral- 
lèles représentant les branches de arc tango; comme les éléments 
d'une courbe unique. 

Dérivée de arc tangjr. — Si l'on applique la formule des accrois- 
sements finis à la fonction 

X = tangs, 
on trouve 

A3 



Aa: = 



cos»(^-i-ô Az)' 



le coefficient de As n'est pas nul et il n'est jamais infini si Ton 
suppose X fini ; quand Aj; tend vers zéro, il en est donc nécessai- 
rement de même de A^ ; d'autre part, la fonction cosz est continue, 
par suite 

¥ 

z'= cos^z = 
c'est-à-dire 

d'où 



I 4- tang*^ 
I 



I -H a?* 



Toutes les déterminations de arctang^ ont donc la même 
dérivée. 

Déyeloppement de arc tangâ? en série entière. — La dérivée de 
arc langjj 

est développable suivant la série entière 

fia;) = I — a7»-h 37^ — . . .-h(— i)«a:»«-+-. . . ; 
comme y(o) est nul, on a donc 

arc lanffar= h . . ,-4-( — n« . .+. t </»•< i • 
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cette série est due à Gregory (*); pour a: = ±i, elle reste con- 
vergente. Or, d*après le théorème d'Abel, pour 2r = i, par 
exemple, la limite de arc tango: est égale à la somme de la série 
pour X = i; par suite, 

4. ..+ (-.!)«. 



4 I 3 5'^^^ tA/i+i ' ■' 

développement dû également à Gregory; sa convergence est 
extrêmement lente (^); mais, comme nous allons le voir, on peut 
le transformer de manière à rendre sa convergence beaucoup plus 
rapide. 

Calcul de tz, — Soit a: une fraction assez petite pour que Tare u, 
dont la tangente est j;, puisse facilement se calculer au moyen 
de son développement en série ; si l'on considère les multiples de w, 
on fînira par en trouver un assez grand mu pour que sa tangente 

soit voisine de Tunilé, c'est-à-dire, pour que Tare s^ égal à mu — -r 

diffère très peu de zéro-, la tangente trigonométriquej' de cet arc 
est donnée par la formule 



et alors, comme 
on en déduit 



__ tang/nu — i 
~ tang/ni£-h i ' 



-- = mu — V, 
4 



- = m arc tangj? — arc tangj^. 
4 



Ainsi, pour x = -zy on voit que la tangente de. 4^ est — » 
fraction très voisine de l'unité, de sorte que, si l'on fait /?i = 4> on 



(>) Lettre de Gregory à CoUins du i5 février 1671 (Commercium epistoU- 
cum..., éd. J.-B. Biot et F. Lefort, p. 79-80). 
(^) Newton, dans une lettre en date du 24 octobre 1676 adressée à Leibniz par 

rintermédiaire d'Oldenburg, indique que, pour obtenir y au moyen de cette série 

avec vingt décimales, il faudrait prendre cinq milliards de termes et mettre 
mille ans à ce calcul (Isaaci JVewtoni,,, opuscula mathematica, éd. Castillon, 
t.I, p. 343). 



igo 



THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SERIES. 



obtient — pour^; par suite, 



7C , I I 

- = 4 arctang- — arc tang-^— > 
4 5 aig 

ou bien 

Tt^/i^îj^ ij^ \ / j[_ I I I r \ . 

4""'*\5'~35ï'*"55ï / \Ï3^ "" 3 iV "^ 5 239* '* /' 

cette formule, trouvée par Taslronome anglais John Machin (^), 
permet d'évaluer très rapidement le nombre -rc avec une grande 
approximation. W. Schanks, en l'employant, est parvenu à cal- 
culer u avec 707 décimales exactes (^); c'est la valeur la plus 
approchée que Ton connaisse; en se limitant aux vingt premières 
décimales, on a 

ic = 3,14159265358979323846.... 

Application. Rectification approchée de la circonférence. — La 
rectification approchée de la circonférence, c'est-à-dire la con- 
struction géométrique d'une droite de longueur sensiblement 
égale à celle de la circonférence, peut être obtenue par divers 
procédés. Le plus simple est le suivant, qui a été proposé par 
Specht('). 

Soit O le centre d'une circonférence de rayon R; sur une tan- 
gente en A à cette circonférence, on prend des longueurs AP, PQ 




p e 



respectivement égales, la première au diamètre augmenté du cin- 
quième du rayon, et la seconde aux deux cinquièmes du rayon; 



(') Elle fut publiée sans démonstration dans la Synopsis painuwiorum Ma- 
theseos de William Jones (p. 263), Ouvrage qui parut en 1706. 

(') Proceedings of the royal Society of London, 1872-1873, t. XXI, p. Sig, 
et 1873-1874, t. XXII, p. 45. Ces 707 décimales sont données dans Vlniermé- 
diaire des Mathématiciens, t. II, 1895, p. 389. 

(3) Journal fur die reine und angewandte Màthematik, t. III, i8a8, p. 83. 
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puis, par un point N du diamèlre OA, distant de A d'une lon- 
gueur égale à OP, on mène une parallèle NM à OQ; elle rencontre 
la tangente AP en M. Le segment AM représente approximative- 
ment la longueur de la circonférence. En effet, 





AM AQ i3 
AN ~ AO "" 5 ' 


mais 






0' = V-(t)'-Î 


par suite 




AM = 2R.i^v/i46, 


c'est-à-dire 





AM = 2R. 3,141591953.... 

L'erreur commise en considérant AM comme égal à 27wR est 
légèrement supérieure à 0,0000007. 2R; pour une circonférence 
de rayon égal à celui de la Terre, elle n'atteindrait pas dix mètres. 

Sommation de deux séries trigonométriques. — L — Soit 

arsinô 



tangj : 



1 — arcosÔ' 



on se propose de développer y suivant une série entière en x, La 
dérivée de y par rapport à x est 

,_ sinÔ j 

ou, en remplaçant cos*^ par sa valeur en fonction de a:, 

,__ sinô 

•^ "" I — 2 a? ces 6 -h a?* ' 

par suite, y est développable, à l'intérieur de rinterval[e( — 1,4-1), 
suivant la série entière (p. 177) 

y =• sin -h a? sin 2 6 4- a?* sin 3 6 -h . . . ; 
comme y^ est nul, on a donc, quel que soit 0, 

y = - sin^ -\ sin2 6-h -:r sin36-i-.. ., — 1 <a?< i; 

ce développement subsiste pour ^ = i (p. 175). 
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La série précédente a été donnée par Lagrange dans les Nou- 
veaux Mémoires de rAcadémie de Berlin (*). 

IL — Soit 

tangj' = m tangrr; 

il s'agît de développer j^ suivant une série entière en x. Or 

tang( y — a?) = ^^ ^-^ = ~- > 

° "^ I -h tangy tanga? i -+- /n tang*ar 

c'est-à-dire 

(m — Osinarcosa: (m — i)sin2ar 



lang(y — a:) = 



cos-a-H- m sin*a? (m-hi) — {m — i)cos^a: 

OU encore 

m — I . 
sin2a: 

tang(y — ar; = 



m — I 

I COSÎJ? 



par suite 

i/m — i\ . i//w — 1\> . , i/m — i\» . - 

y = X -\--\ )sin2a7H--| ) smia?-!--! ) sin6a?- 

■^ i\m-T-i/ î>.\m-+-i/ 3\/7H-i/ 



m > o. 



Fonctions hyperboliques. 

Les fonctions hyperboliques sont des fonctions qui, par leur 
définition et leurs propriétés, offrent une grande analogie avec les 
fonctions circulaires. On les représente par les symboles 

char, sha:, thar, cothar, sécha?, cosécha*, 

qui s'énoncent : cosinus hyperbolique x^sinus hyperbolique x^ 
et ainsi de suite ; la variable x s'appelle Vargument x. Les deax 
premières de ces fonctions peuvent se définir par des séries en- 
tières ; les autres s'expriment en fonction de ch^ et de sh^ au 



(') Œuvres, t. V, p. 293. 
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moyen des relations 



sli X 

lhx = ^-; y COthj?: 

C\\X 



sécha?=— r'— > cosccha: = 

c\\x 



ch^ 


sh j:* 


I 


shx 



Nous ne considérerons que les fonctions clir et ?\\x. 
Les fonctions hyperboliques ont été découvertes au xyiii*^ siècle 
par le Père Jésuite Riccali (*); depuis, de nombreux analystes 
en ont fait usage ou se sont attachés à mettre en évidence leurs 
diverses propriétés. On peut consulter, pour une étude appro- 
fondie de ces fonctions, la Monographie de Laisant (2), ou le 
Traité très complet de Giinlher ('). 

Définition de ch:r et de shx. — On désigne par ch^ et sh^ les 
sommes des séries entières 

j?2 x^ x^'* 



1.2 1.-2.3.4 I . -2 ... '2 /t 

X .t' x^ a:*""**' 



1 i.'2.3 1.2.3.4.5 1 .2. . .(2/1 -i- 1) '' 

dont le rayon de convergence est infini; ces séries définissent dix 
comme fonction paire de x, et shx comme fonction impaire 
de X ; par suite, 

ch ( — a:) = chj^, sh( — x) =. — %\\x. 

Dérivées de cha: et de sha:. — Si Ton pose 
u = cha-, t> = sha*, 
en dérivant, on trouve 

m'= sli x^ a*'= cha*, 

s?' ^ ch X. v" = shx: 



(•) Opuscida ad res physicas et mathematicas pertinenlia, Bononiic, 1-5-, 
t. I, p. 45-9^. 

(') Essai sur les fonctions hyperboliques dans les Mémoires de la Sociale 
des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, l. X, ifcs;'), p. .î33-328. 

(•*') Die Lehre von den gewoh'dichen und verallgemiincrten Hyperbet- 
funktionen. 

G. i3 
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les dérivées successives de ch^ et de sh^ se reproduisent donc de 
deux en deux. 

Formules d'addition de ch:r et de sh^r. — On a, quels que 
soient \r et A, 

c}i(x -h h) = charH — sha? H chx -\ -sh j?h — cha7-H ..., 

^ I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

u/ /.x u ^ 1 A' 1 ^' u ^^ u 

sh(x -h h) = sha7H — char h sharn ^rchjrn -— rshar -+-..., 

I 1.2 1.2.3 I . 2 . 3 . -I 

c'est-à-dire 

ch(a7 -+- A) = charch/i-r shirsh/i, 

sli(a? -h A) = cha^sh /iH- sharch/t; 

ce sont les formules d^ addition des fonctions cIij: et sh^. On 
peut les vérifier en appliquant le théorème de la multiplication 
des séries. 

Relation fondamentale. — La première des formules d^addilîon 
donne, pour A = — x^ 

ch'ar — sh'a? = i; 

cette relation, dite relation fondamentale, permet d'exprimer 
chj; en fonction de shx et inversement. 

Application. Dérivée de th^r. — Soit 

%\\x 









^ - cïix' 




on a 




y 


cil* a? — sh« 
" ch>.r 


X 


la dérivée de Ùvx 


est 


donc 







Expression de ch:r et de shor en fonction d'exponentielles. 

On a 

x x^ x^ x^ x^ 

«■* = I -H - -^ — H r. H ^-r H -f- . . . 



e-^ = 1 — 



1.^. 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 
X .r* .r^ jc^ ar* 

I 1.^ "" 1.2.3 "^ 1.2.3,4 ~~ 1.2.3. |. 5 
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par suite 

ch X = 1 sh â: = : 

'À 2 

ces formules importantes peuvent servir à définir cho: et shj? et à 
démontrer leurs propriétés. 

Limite du rapport pour a? = o. — Si l'on considère la série 

entière 

x^ a?* a?*'* 

I.'2.3 1.2.3.4.5 1.2. . .(271-1- I) 

dont le rayon de convergence est infini, pour j? = o sa somme se 

réduit à Tunité; il en résulte, diaprés le théorème d'Abel, que le 

rapport 

sha? 

X 

a pour limite Tunité lorsque x tend vers zéro. 
Variations de châ; et de sha:. — Les relations 

chx = -le^-i ), shar=-(e* !-) 

2\ e^J 2\ e^/ 

montrent que ch^ et shx varient conformément aux indications 
du tableau suivant : 

X — 00 o -hoo 

cha? -t-00 décroit i croît -4-00 

shar — 00 croît o croît -t-00 

Amplitude hyperbolique. — On peut poser, d'après les varia- 
tions de chj:, 

I 

COS© = -; , 

* char 

l'angle y étant compris entre et -h - et de même signe que x ; 

toutes les fonctions hyperboliques s'expriment alors en fonction 
de p au moyen des relations 

char=séc©, shjc = tangç, iha: = sin?p, 

sécha? = cos'f, cosécha: = colo, colh.r = coséco, 
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formules qui ramènent Tétude des fondions h^^perbolîques à celle 

des fonctions circulaires. 

L'angle cp a été appelé par Houël Vamplilude hyperbolique de 

l'argumenter; on le représente quelquefois par amhx^ notation 

d'ailleurs peu justifiée. 

Si, dans la relation 

e-«r= chx-h sha:, 

on remplace clij: et sh^ par leurs expressions en fonction de '^, 
on trouve 

^-= langui -f-?), 
par suite 

^ = logtang^^ -+- Ij, 

formule qui donne l'argument en fonction de l'amplitude. 

Représentation géométrique de ch:r et de sh.r. — Si Ton pose 

X = chx, Y = sha^, 
on a 

Xî— Yî=:|, 

par conséquent, le point M(\, Y) décrit, quand x varie, une 
hyperbole équilatère de centre à l'origine et de demi-axe Irans- 
verse égal à l'unité. 

Fonctions hyperboliques inverses. — On désigne les fonctions 
inverses des fonctions hyperboliques par les notations 

argch.r, argshx, arglho:, argcolhx, argsécha?, argcoséch.r, 

qui s'énoncent en faisant précéder du mol argument \e nom de 
la fonction hyperbolique correspondante. Nous ne définirons que 
les trois premières de ces fonctions, qui sont seules usitées. 

Définition de argchor. — On représente par arg dix l'argu- 
ment^ dont le cosinus hyperbolique est x, c'est-à-dire la fonc- 
tion y définie par la relation 

OU bien 

X' = - -9 

2 
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d'où 

eV — ixey-^ 1 = 0; 

on tire de celle cqualion 

ey=x± \/a:^ — 1 , 
Cl, par suite, 

^ = ±log(ir-+- \/x^—i)\ 

celle fonclion n'est réelle que pour les valeurs de x non infé- 
rieures à Punilé; sa dérivée a pour expression 

Définition de argshx. — On désigne par argshx Targu- 
inent j^ dont le sinus hyperbolique est J7, c'est-à-dire la fonclion j^ 
définie par la relation 

ou bien 

ey—e-y 

X — ; , 

d'où 

e'^y — ixey — 1 = o; 

cette équation donne, en observant que e^ doit être positif, 



ey= X -\- v/ar* -+- i , 
et, par suite, 

y = log {x -+■ v/S^hTI); 

la dérivée de celle fonclion a pour expression 



\/x^-h 1 

Définition de argth 07. — On représente par arg thx l'argu- 
ment j^ dont la tangente hyperbolique est a;, c'est-à-dire la fonc- 
tion y définie par la relation 

X = ihy, 
ou bien 

ey—e~y 

X = > 

ey-^ e~y 
d'où 



^ = '«nVrS' 



iqB théorie élémentaire des séries. 

celle fonclion n'esl réelle que pour les valeurs de x apparlenanl 
à l'intervalle ( — i, -f- i); sa dérivée a pour expression 



EXERCICES. 



i* Trouver la limite du produit 



XX X 

cos jr cos - cos -- • . . cos — 3 
2, '1* 2" 



lorsque n augmente indéfiniment. 
2** Sommer la série 



i ^«"Sf -^ ^t ^«"gj ^ i ^«"Sj 



3" Démontrer la formule 

rmz 'xn — im 2 /i -h 2 m An — 7. ni ln-\-im 

cos = , ~ . 

2/1 in — m 2 /i -h m 4 n — m ^n->r m 



VlÈTE. 



El'ler. 



Sterx. 



4" Étudier la série 



OÙ 13j, B|, ..., B^t désignent les nombres de BernouMi. 

5" Faire voir que Bjet B4 sont les deux seuls nombres de Bernoulli qui 
soient égaux. Démontrer que l'inégalité 



B«> 
est vérifiée à partir de n = 8. 

C Établir le développement 
i_ __ £ 4ar* 1 



2/1 — I 



Sterx. 



.\x^ 



4^2 



a?» — 



71- 5 71 



4 



:f*-- 25 



4 
Ed. Weir. 
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7" Développer arc tang(.r-i-/«) suivant les puissances entières croissantes 
de /t. 

ËILER. 

8° Étant donnée la relation 

sin(,r — y) = m sin(a7-h7), 

dans laquelle m désigne un nombre déterminé de valeur absolue inférieure 
à l'unité, développer y suivant une série entière en m et indiquer la forme 
du reste lorsqu'on ne prend qu'un nombre limité de termes. 

RoucHÉ. 



9" Vérifier l'égalité 



th - = tang -^ f 
i 1 



l'angle o étant Tamplitudc hyperbolique de l'argument x. 

10" Soient a et b deux nombres positifs; on fait 
a -^ i? , 



ai = 



aiù, 



«j 



= — > Oi= VatOi, 



Laisant. 



démontrer que la limite de la suite infinie 

a, b, a,, bi, aj, b^, ..., 
dite suite de Schwab, est 

, sinir , sh;r 



en posanl, suivant que a est inférieur ou supérieur à b, 
a =z b cosXj ou a = b chx. 



BORCHARDT. 
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FONCTION GAMMA. 



Soit 



,. , ^ 1 . 9. . 3 . . . /l 



X{X -r- l). . .(a7-f-/l)* 



il esl facile d'établir que, pour toute valeur de x non égale à zéro 
ou à un entier négatif, celte expression tend ver^ une limite 
quand n augmente indéfîniment. En effet, de l'identité 



2.3. 

n = 



I.-2. ..(/l — l) 

on tire immédiatement 

de sorte que le produit n(:c) peut être mis sous la forme 



^(-T)(-f)- H) 

Si Ton suppose d'abord la variable positive, en prenant les loga- 
rilhrties, on trouve que le logarithme du produit xVL(x) est égal à 

expression dans laquelle la seconde somme se déduit de la pre- 
mière en faistïnt dans celle-ci a: = i. Mais, d'après la formule 
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des accroissements finis, on a 

d'où 

X , / x\ ^ x^ 

Ainsi la série 

[f_H(,.f)].[:-i..(,-.î)]^... 

est absolument et uniformément convergente pour toute valeur 
positive de x. En particulier, pour .r == i, la série positive 

^i_,og(,+ i)] + [l_Iog(n-l)]+... 

est convergente; sa somme est la constante d'Euler{^, '43)' 0" 
en conclut que li{x) a une limite pour n ;= oc. 11 en est encore de 
même si l'on suppose x négatif, mais non entier; en effet, soil 
m un entier supérieur à — x^ en désignant par j^ le nombre posi- 
tif X -^ m, on constate sans peine que ll{x) est égal au produit 
de l'expression 

/ n Y (,'-" n )\^ n /'"v^n) 
\n — mj x{x -h i){x -^-'1). , ,{x -^ m — i) 

qui a une limite pour /i = oc, par l'expression 

I .?....( /i — m) 



(n^m}y 



j(j-+-i)...(j^-H/i— m) 



qui, d'après ce que l'on vient de voir, tend aussi vers une limite 
quand n croît indéfiniment. 

Il résulte de ce qui précède que le produit II (a:), pour toute 
valeur de x autre que zéro ou qu'un entier négatif, a une limite 
lorsque n devient infini. Cette limite est une fonction transcen- 
dante de a: à laquelle on donne le nom de fonction gamma: 
on la désigne, en effet, par le symbole T(x) emploj^é pour la pre- 
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mière fois par Legendre (*), et unanimement conservé depuis. 
Cette définition, à la fois naturelle et générale, est due à 
Euler(-); mais c'est Gauss qui signala son importance (') et 
montra qu'on peut en déduire, avec une rare facilité, les pro- 
priétés de la fonction gamma {^). 

Weierstrass (^), dans son Mémoire sur les facultés analy- 
tiques ^ a donné le nom Ae facto rie lie de x k l'inverse de r(;r), et 
il a mis cette fonction, qu'il représente par Fc(:r), sous une forme 
que nous allons faire connaître. 

Si l'on considère l'égalité 

I ^ I T {x -\- \) , , ,{x -\- n) 
W{x) ~~ n^ 1 .2. . . /i 

on en déduit 

ié-, "(- ^) [^(01 ['-v^(r]-r-^^(^)i' 

et, pour n =30, on obtient 

n = \ 

telle est l'expression d'où Weierstrass a lire toutes les propriétés 
de ¥c{x). 

Formule de Weierstrass. — On a 

I _ f x{x ->t-\M oc -^ol). ..{x -\- n) 
ïy{x) ~^ n^ 1.2. .. /i 

ou bien, Sn désignant la somme des n premiers termes de la série 



(') Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physiques de Tln- 
stitut de France, 1809, p. 477. 

(') Dès 1739, dans une lettre adressée à Goldbacb, Euler avait considéré le 
produit n(j7), à propos de l'interpolation de la série i -4-1.2 -f- 1.2.3 -f-.... {Voir: 
P.-H. Fuss, Correspondance mathématique et physique y l. I, p. 3-'|.) 

(*) Lettre à Bessel en date du 21 novembre 181 1 {Brie/wec/isel zwischen 
Gauss und Bessel, p. 162 ). 

a. 3 

(*) Disquisitiones générales circa seriem infinitam \-\ î-j? ■+-... {Cari 

Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 144-162). 
{^) Matheniatische Werke, L. I, p. 161. 
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harmonique, 

nfe"(xr[(-:)'-^[(-i)'-]-[(-i)'i- 

Soit 

en prenant les logarithmes, on trouve 

logX„=5«— logn; 

quand n croît indéfiniment, ]a h'mite du second membre de celte 
égalité est la constante d'Euler c, par suite 

i^""'[(-v)«il(-f)«i-[(-:)'-=J-- 

La relation précédente, qui peut servir à définir la fonction 
gamma, donne la décomposition de son inverse en facteurs pri- 
maires. Elle a été signalée par Weierstrass (*) dans son Mémoire 
sur la théorie des fonctions uniformes. 

Si l'on considère la formule 

on constate que la fonction V{x) est formée avec la moitié des 
facteurs qui constituent la fonction simplement périodique sin-j^. 
Ce fait a conduit à imaginer des fonctions formées avec la moitié, 
ou même le quart, des facteurs qui constituent certaines fonctions 
doublement périodiques. Telles sont les fonctions de Heine (^) et 
la fonction gamma double de Barnes (^). 



{') Matheinalische WcrAe, t. II, p. 91. Ccpcndanl celle formule avait clé déjà 
renconlr<^e par Newman ( The Cambridge and Dublin mathematical Journal. 
l. III, i8',8, p. 59). 

(-) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. XXXIV, l^^^7, 
p, 309-31'). — Handbuch dcr Kugelfunctioneny i* éd., t. I, p. 109-115. 

('') Proceedings of t/ie London mathematical Society, l. XX \I, i^iyh 
p. 3')S-38i. — The quarterly Journal of pure and applicd Malhematia. 
i. X\XI, 1900, p. 26'|-3i4. 
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Relation fonctionnelle. — On a 

n(a:-M) = /i'-i- ,, i?.3.../i _ ^ nx 

^ ' (a?-i-i)(a?-i-2)...(a:-|- n-hi) /i -h jt + 1 

d'où, pour /i = 00, 

Y{x->r\) —X\{^X)\ 

c'est cette relation que Ton nomme relation fonctionnelle. Elle 
ne caractérise pas d'ailleurs la fonction gamma, car elle est vérifiée 
par toute fonctiou de la forme 

y = T(x)^{x), 

la fonction O(^) satisfaisant elle-même à l'égalité 

0(37 -hi) = e(ar), 

c'est-à-dire admettant une période égale à l'unité, ce qui est le cas 
de toutes les fonctions développables en séries trigonomélriques 
convergentes telles que 

B{^) = rto-+- aiCOS'iTTj'-HrtîCos j-j: H-. . .--h ^i sinstr-r -h h^f<\n\T^x-^ 

Si, dans la relation fonctionnelle 

i^ix -h 1) = xV{x)f 

on remplace successivement x par ^ -{- i , .r -}- i>., . . . , .r + /;? — i , 

on trouve 

r(j7 -l-'2)= (;r-j-i)r(a7-f- I), 



V{x -\- m) = {X -\- m — i)Y(x -h m — i), 
d'où, m étant un entier positif, 

T(x-{- m) = x{x -h I). . .(x -h m — \)Y(x), 

Soit X une valeur donnée de la variable extérieure à l'intervalle 
(o, i); en désignant par ni l'entier positif immédiatement infé- 
rieur à X ou supérieur k -^ x suivant que x est positif ou négatif, 
la formule précédente permet de ramener le calcul de r(^) à la 
détermination de celte fonction pour une valeur de x intérieure 
à l'intervalle (o, i). En efl'el, si x est positif, on a 

Vix) = (x — m ) (j- — m -+- 1). . .{x — \)V(x — m), 
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et, si X est négatif, on peut poser 

Y{x) = — -^- -r(a7H-/n). 

x{x -^ \). .\x -\- m — I) ^ 

Quand la variable est un entier m -+- 1, on obtient simplement 
X{m -+-!) = 1.2... m. 

Déyeloppement de logr(i + â:) en série entière. — On a vu que 

Iogr(i ^ ar) =— pr -f- j^~ log ^i -+- ^ jj + [f — log (i -^ ^)j -^- •• 

Pour toute valeur de x de valeur absolue inférieure à l'unilé, les 
termes de cette série, à partir du second, sont développables en 
séries entières absolument convergentes 

logMH — )=r ^* — û ^* -*- - ^* — -.M 

^-'-(-b-i(f)-Kf)'-iœ'-- 
;-'««(-'^)-l'(^')*-ïa)'^T(K)'--''-; 

d'ailleurs, si r est la valeur absolue de x, la série positive de terme 
général 

051 convergente et a pour somme 

losrr^i — ri — ^r\ 
par suite, si Ton pose 



^ !• 1» 3« 

en or^lonnant )\iir nip|H>rl aux puissances croissantes de x, on 
ln>u\e 

I 1 > 
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Ce développement était connu d'Euler (•); il reste convergent 
pour x = iy les valeurs absolues de ses termes décroissant alors 
constamment et tendant vers zéro; par conséquent, d'après le 
ihéorème d'Abel, 

Sj S3 S4 

formule qui peut être établie directement (p. i44-ï45). 
Développement de r(i + :r) en série entière, — Soit 

r = iogr(n-a:), 



d'où 






on a 



T(i-hx) = 



I 1.2 1.2.3 



pour loule valeur négative de a: de valeur absolue inférieure à 
l'unité, les termes de cette série sont développables en séries 
positives convergentes; par suite, x variant à l'intérieur de l'in- 
tervalle ( — I, -hi), la fonction r(i + a:) est développable suivant 
une série entière; mais cette fonction se réduit à l'unité pour x = o, 
son développement est donc de la forme 

r( I -+- ar) = I -t- Al 57 -H Aja7* H- . . . ; 

la fonction r(i + x) étant dérivable à l'intérieur de son intervalle 
de convergence, on obtient en dérivant le développement de son 
logarithme 

c'est-à-dire 

A 1-4- aAja? 

-+- 3A3ar*-h...= (n- Aij: -r- A23:*-i-. . .)(— P -T- SjX — 83^:* 4-. .,), 

(') InstUution.es Calculi differenllalis, p;irlie 2, § 384. 
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d'où 

A,=— p, 
•2A, = --pAiH-Sj, 
3A3 = — pAn-h A|Sj — S3, 

• •••• » 

nA„ = — pA«_,-f- A«_5Si— A«_5S3-h...-4-(— i)"S„, 

• •••••••••• •..•••• ., 

ces relations pemieltcnt de déterminer successivement les coeffi- 
cients A,, A2, . . ., A,,, .... Les vingt premiers d'entre eux ont 
été calculés avec douze décimales par JefTery (^). 

Ainsi la fonction F (i + x) est développable en une série entière 
de rayon de convergence égal à Tunité. Une conséquence impor- 
tante de ce résultat est que T{x) est dérivable pour toute valeur 
de X non égale à zéro ou à un entier négatif; en eflel, suivant 
que X est positif ou négatif, on a 

T(x) = {x — m -m). . .(jr — i)[n- A|(a? — m)-h At{x — m )*-+-.. .], 

en désignant par m l'entier positif immédiatement inférieur à x 
dans le premier cas et supérieur à — x dans le second. 

Limite pour n = oc de 1 expression — On a 

i V(x -^ n) _ I .r ( .r -h I ) . . . ( J' -f- « — 1 ) 
n-' I . >» . . . ( /i — I ) "" /è*' \ ,1. . Ail — \) * * 

c'est-à-dire 

T V(T ->r n) _ n r ( j^ ) 
n^ i .'2. . .{/i — I ) ~ n -j- w \\(x)* 

la limile de l'expression 

I r(.r-+-/i) 



/^ *' I . -2 . . . Ui — I ,) 



(') 7'/i(' quarterly Journal of pure and applied Mathematics. l. VI. 186^. 
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pour n = oo, est donc égale à Tunité. Ce résultat indiqué par 
Weîerstrass ('), joint à la relation fonctionnelle, suffît évidemment 
à caractériser la fonction gamma; car, le supposant vérifié, on 
en déduit sans peine, au mojen de la relation fonctionnelle, 
que T(x) est la limite du produit n(^). 

On a été ainsi amené, par analogie, à étudier des fonctions 
définies par la double condition de vérifier une équation semblable 
à la relation fonctionnelle de T{x), et de satisfaire à une autre 
relation quelconque. Nous nous bornerons à traiter le plus simple 
des problèmes de ce genre dont la solution est donnée par les 
fonctions de Prym. 

Applications. — La propriété de la fonction gamma qui vient 
d'être établie fournit parfois un procédé commode pour la discus- 
sion de certaines séries dont les termes sont formés avec des 
factorielles. Nous n'en citerons que deux exemples : 

I. — Étude d'une série de Stirling. — Soient 

an=^ a(a -{- i). . .(a -h n — i)j 

bn= Ù{b -h\). . .{b -h 71 — i), 

en convenant de regarder Uq et b^ comme égaux à l'unité; on a 

f>,i bn+i bn\ b-¥-n/ ^^6,1+-/ 



d'où 



bi bi bt 



«"- _f?= (6- « )-"'■-' 



par suite 
Or 



A«-i bu b„ 

■ (,_«^) = ^ + 5i+.... 

b^a\ bnl bi bi 
ba /i*-" r(a)L/i« i.'2...(/i — i)J * [/i^ i.'2...(/i — i)J' 



bn ' 



(•) Ùber die Théorie der analytischen Facultàten { Mathematische WerkCy 
t. l, p. 166 et p. 193-194). 

G. i4 
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on en conclut que le développement 

1 I a a(a -h i) 



b — a h b{b-i-i) b(b-hi){b-h2) 

est valable en supposant positive la différence b — a; de plus, 
cette condition étant remplie, il est absolument convergent, car 



yib—a-^l 



an 

bn+l 



n Tjb) rj_ r(a-4-/i) 1 . p Tjb-hn) V 
/n-6 r(a)[/i« i.2...(rt — i)J ' [n* i.2...(/i— i)J 



égalité dont le second membre tend vers une limite pour n =x. 
La série précédente est l'une de celles que Stirling (•) a consi- 
dérées. 

II. — Convergence de la série hypergéométrique. — Le terme 
général de la série hypergéométrique 

" I.2.. ./i^Cy-i- i;. ..(Y-h n — I) 

est, comme on le constate aisément, le produit des deux expres- 
sions 

/i«-^p-Y-> — ^^^\ x^ 

r(st)r(P) 
et 

L^a i.'i. . .(n — I) * /iP 1.2. . .(/i — i)J * [ /iT 1.2. ..(/t — i)J' 

cette dernière ayant pour limite Tunité lorsque n devient infini; 
par suite, on peut poser 

en désignant par X^ un coefBcient qui tend vers une limite 
pour n=:^cc. On déduit immédiatement de Fégalité précédente 
les conditions de convergence déjà trouvées (p. 85). 



(*) Methodus differentialis : sive Tractatus de summatione et inierpoia- 
iione serierum infinitarum, p. 12. 
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Relation des compléments. — Si Ton considère les deux expres- 



sions 

I 



= n--^ X 



o(x) ('-^f)('-;)--('-^?)' 

„-ï^=— (-r)(-^)-{-?)- 

en les multipliant, on trouve 

mais 

/ r«\/ x^\( x^\ 

par suite, à la limite, 

V(x)V(\-x)= -T^ 



Celte formule a reçu le nom de relation des compléments : elle a 
été donnée par Euler dans ses Institutiones Calculi integralis ( ' ). 
11 est à peine besoin de faire remarquer que l'emploi de la i'or- 
inule de Weierstrass y conduit d'une façon immédiate. 

La relation des compléments permet de limiter l'intervalle où il 

est nécessaire de calculer T{x) à l'intervalle (o, -)• 

Si l'on fait j: = - dans la relation des compléments, on obtient 

r(i) = /;. 

en prenant la détermination positive du radical, puisque la fonc- 
tion r(j:) est positive en même temps que x. Le résultat précé- 
dent, qui a une grande importance, est dû à Euler (^). 

Application. Calcul de r(2:). — Le développement de logr(i -f-^) 
en série entière n'est pas d'un usage commode pour les calculs 



(») 3* éd., t. I, § 351, p. 218-321, el t. IV, p. to/|-io5. 

(^) Commentarii Academiae Scientiarum imperialis petropolitanae, t. V, 
I 730-1731, p. 44. 
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numériques; Legendre (^), afin de le rendre plus convergent, Ta 
transformé de la manière suivante : 
On a 

logr(n-ar) = — py H-S,^ — S,y -h..., 

log(.-^x)= 7 - - -H y-.... 
d'où 

logr(i-H^) = -log(i-+-a:)-4-(i-p)î-(i-S,)Ç-h(i-S,)Ç-.... 

de même 

ogr(r-a7)=-log(i-^)-(i-p)^-(i-S,)^-(i-Sa)Ç-..., 
par suite 

logr(i-4-a?)— logr(i — a?)= log-^^^ h2(i — p) - -+- 2(1— Sa) y-^...; 

mais 

IZX 



iopr(i -\-x)-{- iogr(i — x) = log- 
il en résulte 

logr(,+ *)=-log^j^-H-log^^-^(,-p)--H(,_S.)-3-+.... 

Cette série, dont Legendre a calculé les huit premiers coeffi- 
cients avec douze décimales après avoir converti les logarithmes 
népériens en logarithmes vulgaires, est très convergente pour les 

petites valeurs de x] en particulier, si Ton y fait a: = 1 elle 

devient 

, 3 I S,— I I Sb— I 
p = ,_Jog^--,-^ îi-^---' 

formule qui peut servir au calcul de p. Euler, en l'employant, a 
obtenu la valeur de cette constante avec douze décimales. 
Stieltjes (2 ), reprenant ce calcul, a obtenu p avec trente-trois déci- 
males. 



(*) Traité des fonctions elliptiques, t. II, p. 433. 
(^) Acta mathematica, t. X, 1887, p. 3oa. 
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On trouve dans les Exercices de Calcul intégral de Legendre 
les tables de logr(a?) depuis i jusqu'à 2, de millième en millième, 
d'abord avec sept décimales (t. I, p. 3o2-3o6), puis avec douze déci- 
males (t. II, p. SS-qS). Gauss ( * ) a fait calculer par Nicolai les tables 
de logr(â;) à vingt décimales, de centième en centième, pour les 
valeurs de x comprises entre i et 2. Enfin, Bellavitis (^) a donné 
les tables de logr(^) à huit décimales, de dixième en dixième, 
depuis 10 jusqu'à 12. 

Formule de Legendre. — Si, dans le produit 

U(x) = n'- '.^^^ , 

x{x -^\).. .{x -\- n) 

on remplace x par x -\ — > on trouve 

^/ A _ in X-- '2.4. ..2/1 

\ 2/ ~ 2ar-h 2/H-i (2.r-i- i)(2a? -H 3).. .(2a?4- 2/1 — i)' 

d'où 

„, ,„/ i\ in ix-1 (2.4.6. ..2/i)« 

n{x)l\{x-k- -) = in « — ; ^-^ ^-4 -f 

\ ij 2a?-h2/n-i ix{ix -^i){ix -\-i)„.{ix-\-in) 

égalité dont le second membre peut se mettre sous la forme 

MX -\- in-i-\ 'ix{ix-¥\).,,(ix -\-in) 1.2. 3... 2/1 ^^j 

Quand n augmente indéfiniment, le rapport 



aa? -H 2/1 -h I 



tend vers l'unité, et l'expression 

1.2... 2/1 

(2n)»* ; , 

2-C(2a?-l-I). . .(2JF H- 2/i; 

que l'on obtiendrait en substituant 2a;à^, et2/tàn dans n(x), 



(') Cari Friedrich Guuss Werke, t. III, p. 161-162. 

(') Afemorie del reale htituto veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. WIII, 
1874» P* 135-162. 
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devient égale à T(2x); enfin, le dernier facteur 

^«.4.6. . .2/1)* X 

i.?.,'i.. .'in ^Ji 
pouvant être mis sous la forme 



V ^^ Vt.3.5...-2/i — 1/ -^n-hi 

on voit que sa limite, pour n = 00, est 2^tz d'après la formule de 
Wallis ; de là résulte 

r(x)r(x+i) = i^r(^x). 

Cette formule, trouvée par Legendre (*), donne le moyen de 
réduire l'intervalle où il est nécessaire de calculer T(x) à Tinter- 

valle(o,i). 

La formule de Legendre n'est qu'un cas particulier d'une for- 
mule plus générale que nous allons donner. 

Formule de Gauss. — On a 

„ , , n . I . 'A n 

de même 

n(ar-+-^j = j n "« p— j ^ — j r» 

m \ fn,j\ m / \ m / 
• •• • ••• • • I 

m \ mj \ m J \ m I 

si Ton fait p =^ m — 1 et que l'on multiplie toutes ces relations, 



( ' ) Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physiques de 
l'Institut de France, 180g, p. ^%5. Binct a donné de cette formule une démon- 
stration directe diflërente de celle qui précède {Journal de l'École royale 
polytechnique, 27* cahier, l. XVI, iSSg, p. 209-210). 
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P désignant le produit des premiers membres, on obtient 

P = A n ' ; ^^ /n"««, 

mx-^mn mx(mx-hi), ,.{mx -\- mn — i) 

en posant 

~" (/?iar -+- mn -h i) (ma: -h mn -4- 2;. . .(/wa? -f- mn -h m — i) 

fraction dont la limite est Tunité pour n = ao. 

D'autre part, si l'on remplace dans II (a;) le nombre n par mn, 
et X par mx, on trouve une nouvelle expression 

_ mn . .^^ , i.2.../n/i 

Q= (mn)»^ 



mx -i- mn mx^mx-^i),, .{mx -^- mn — i) 

dont la limite est T(mx) pour /i = 00 ; par suite 

/l « 

Soit 

1 .1. . ./i 

?(^)= —y 

/i 2 



1 

mx+ - 



d'où 

P ^ cp"«(/l) ".--« 

rr=A ^/ ; m 2, 

quand /t crott indéfiniment, le rapport ^ ^^^ a une limite X^ qui 
est évidemment égale à celle de la fraction 

©""(/i) ^ ©"«(2/1) 
cp'( m/i) * cp(2/n/i) 

OU 



r ?*(/^) ]^".r ?'(/n/i) '[ 



quotient dont les deux termes ont respectivement pour limites. X!| 
et Xj; or, 

< p'(/0 _ /2 (A. 4. 6.. .2/l)« 

© ( 2 /i ) ~~ V n I . '1 . 3 . . . 2 /i 
d'où 



ï>* ( n ) _ /, 2/1 -4- I / 2.4. <> . * .'>.n \ 2 I 
?(2/0 "" V ^ 2'* \ i.3.5...2/i~i/ 2/1 -m' 
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par conséquent, d'après la formule de Wallis, X2 est égal à v^2:r; 
on en conclut 

w— 1 
X,„=(27C) « , 

donc 

Cette formule est due à Gauss (*); on doit y prendre les détermi- 
nations positives des radicaux, puisque le premier membre est 
posilif fiour toute valeur positive de x. 

Si l'on pose :r = — dans la formule de Gauss, elle devient 



\m) \m/ '" \ m ) 



m-l 



/m 



relation très élégante qui a été donnée par Euler (-); on peut réta- 
blir directement et en déduire la formule de Gauss par un procédé 
inverse de celui que nous avons suivi. 

Si maintenant on fait m = 2, on retrouve la formule de Legendre. 
11 est d'ailleurs facile, ainsi que Fa montré Binet (3), de tirer la 
formule de Gauss de la formule de Legendre. 

On peut, au moyen de la formule de Gauss, en y donnant suc- 
cessivement à m les valeurs 3, 5, 7, 11, . . . , restreindre de plus en 
plus rintervalle où le calcul direct de r(x) est indispensable. On 
est ainsi conduit à se demander quel est l'intervalle minimum 
auquel on puisse parvenir; Legendre (*) et, plus tard, Hoppe(^) 



\^) Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 149-160. 

( - ) Opéra postuma Leonhardi Euleri matheniatica et physica, 1. 1, p* k^' 
^38. Voir aussi Bulletin des Sciences mathématiques , a* série, t. IV, 1880, p. 20"" 
256. 

(•^) Journal de V École royale polytechnique^ 27* cahier, t. XVI, 1889, p. 208- 
212. Parmi les nombreuses démonstrations de la formule de Gauss, celle de Son lue 
mérite aussi d'être citée {Bulletin de la Société mathématique de France, 
l. IX, 18S0-1881, p. i62-i()6). 

( * ) Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et W 
les quadratures,' l. 1, p. 283-285, et t. II, p- 26-32. 

(^) Journal fur die reine und angewandte Mathematiky t. XL, i85o,p. »5j- 
,5',. 
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se sont occupés de cette question; mais sans la traiter dans toute 
sa généralité. C'est à Landau {* ) que l'on doit de Favoir élucidée. 

- Relation entre la fonction gamma et la série hypergéométrique. 

— La relation (p. 88) qui existe entre la fonction F et les deux 
fonctions contiguës F(y -h i) et F (y — i), se réduit, pour J? = i, 
à Fégalité 

F(a,p,Y-+-i,i) Y(ï-a-P) ' 
de même 

F{a, p,Y-h 2, 1) (Y-H- n(Y — a— P-4- I)' 



^(^,^yy -h- n — I , I ) __ ( Y — g -t- n — I) ( Y — 8 -4- n — I) 
l*'(3t, 3,7-^ fh M "* (Y -H /i — I H Y — a — ?-+-'* — ' / 
d'où 

F(«. p.Y-'> ^ r(Y — « + /i)r(Y~PH-/i) r(Y)r(Y-«- P). 

F(a,p,Y-+-n, I) r(Y -H n) r(Y- «- p -h /i) r(Y-a) r(Y - ?>' 

mais, lorsque /i augmente indéfiniment, F(a, p, f -^ n^ i) sl pour 
limite l'unité et il en est de même du premier facteur du second 
membre (p. 208-209), par suite 

Les paramètres a, ^, y doivent alors vérifier l'inégalité 

a -+- P — Y < o- 

La relation précédente peut servir, et c'est la méthode qu'a 
suivie Gauss, à établir les principales propriétés de la fonction 
gamma. 

D'ailleurs, inversement, comme Ta montré Thomae ('), la 
théorie de la série hypergéomélrique peut être exposée, d'une 



(') Journal fur die reine und angewandte Matfiematik, t. CWIII, 1901, 
p. 276-283. 

(-) Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 1)7. La généralisation de cette 
formule a fait l'objet d'un Mémoire de Mcllin {Acta Societatis Scientiarum 
/ennicae, t. XXIII, 1897, n» 7). 

(3) Zeitschrift fur Alatheniatik und Pkysik, t. XXVI, 1881, p. 3i4-333, et 
l. XXVII, 1883, p. 4106. 
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façon tout à fait élémentaire, en prenant pour point de départ les 
premières propriétés de T{x), 

Fonction de Binet. — La variable ;r étant positive, soit 



' / — I 



m(x) = log-p^ , , 



la fonction is(j:) («), introduite par Plana (^), est généralement 
appelée fonction de Binet. On doit, en effet, à Binet (^) une 
étude très développée de cette transcendante. 
On déduit de l'expression de X3(x) 

m{x) — m(x H- i) = (x -h - )log( iH ) — i ; 

cette relation, signalée par Binet (*), joue, par rapport à la fonc- 
tion Ts(x)j un rôle analogue à celui de la relation fonctionnelle 
dans l'élude de r(^). 

Formule de Stirling. — On a 

xn{x) — xn{x -h i) = -1- [\og(x -^ i) — log^] — i \ 

mais, si, dans le développement (p. i4o) 
log(a7-+-i) — logar = 1 i ■+- - -+- -r -r -4-. . . I , 

on remplace les coefficients ô» t> • • > d'abord par zéro, puis par 
le plus grand d'entre eux -» on obtient la double inégalité 

— ^ — < log(a7 H- i) — logar < — - — i-H -? ^ : > 

237-4-1 ''^ ^ ° 237 -h IL I2 37(a7H-l)J 



(') C'est Cauchy qui le premier a fait usage de cette notation {Œuvres com- 
plètes, 1" série, t. VII, p. 281). 

(') Memorie délia reale Accademia délie Scienze di Torina, t. XXIV, 1820, 
p. /îio. 

(') Journal de V École royale polytechnique, 27» caliicr, t. XVI, 1839, P* 2**>~ 
269. 

(*) Journal de l'École royale polytechnique, 27* cahier, t. XVI, 1839, p. 228. 



VI. — FONCTION GAMMA. alQ 

qui entraîne la suivante 

12 \X X -\-\ J 

et, pareillement, 

o< Tn(a7-+- I) — tn(x-i- -2) < — ( \> 

' ^ ' \'l\x->r\ X-\-%) 
• • , 

o<rs{x-^n — i) — wix -\- n) < — ( ); 

en ajoutant on trouve 

o< Ts{x\ — nj(x-hn)< — ( ). 

^ ' vi,\x x-^ a] 

En particulier, pour j; = /?, ces inégalités deviennent 



o<ny(n) — mi in) < — — > 
i'\ n 



par suite, si Ton pose 



.(x)^ ''^' 



X *e— •* 



on voit que le rapport ^ ^ tend vers l'unité; or 

o*(/i)_ /^•}.n-\-\/ 2.4.6. ..'-Al \* I 

cp(2/i)""\/'* 2/1 Vi.3.5...^"^r=ri7 ï^+T' 

expression dont la limite, pour /i==oo, est égale à v/2Ïï , d'après 
la formule de Wallis; quand n croît indéfiniment, f (/i) a donc 
pour limite v/âït, et il en est de même de o{x -|- n), car 

a>(a7-+-/i) L \ '*/ J'L'*"^ i.2...(/i — 1)1' 

égalité dont le second membre tend vers Tunité pour /i = 00. On 
en conclut que, pour n = 00, la limite de xs{x-\- n) est zéro. La 
fonction ts{x) vérifie donc la double inégalité 

o< m{x)<, — — > 

1 'I,X 

et Ton peut poser 

xa(x) = j 
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en désignant par un nombre positif compris entre o et i . Si Ton 
remplace xn(x) par cette expression dans l'égalité 

m{x) = log-j^^ j j 



elle devient 









c'est la formule de Stirling ( * ). Lorsque la variable est égale à 
un entier m, cette formule se réduit à 

1 

1.2.3. . .m = /2ir/» ^« ""•, 

résultat qui a une grande importance dans le calcul des probabi- 
lités. 

La formule de Stirling a fait l'objet de bien des démonstrations, 
dont notamment celles de Cesàro (^) et de Rouché (^) que nous 
avons mises à profit. 

Applications. — L — La formule de Stirling permet de cal- 
culer deux, limites du nombre de BernouUi B^. 
En effet, 

par suite | 

mais, S2A décroissant à mesure que n augmente, il en résulte 

hn I.2..*A/l 



B, ^ .2Î/»-Itc»«-1' 



( ' ) Âfethodus differentialis : sive Tractatus de summatione et interpola" 
tione serierum infinitarum, p. iSS-iSg. 

(') Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI, 1880, p. 354-357. 

(' ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, 
t. ex, 1890, p. 5i3-5i5. La démonstration de Rouché est relative au cas oh x 
est un entier positif. Gomes Teixeira Ta étendue au cas où x est un nombre 
positif quelconque {^Nouvelles Annales de Mathématiques, 3« série, t. X, 1891, 
p. 3i2-3i5). 
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d'où, comme B| est égal à -> 

I r(2/i-Hi). 



B„< 



1'^ (2ir)*«-« ' 



on a donc 



d'autre part, si, dans réimpression de B;,, on remplace San par 
Tunité, on en déduit 

Or, d'après la formule de Stirling^ r(2/i 4- i) vérifie les inégalités 

(2ir) « 

La première de ces limites, entre lesquelles B;, reste compris, a 
été indiquée par Gauchy (*). 

II. — La formule de Stirling est d'un usage commode pour 
l'évaluation de certaines limites. 
Soit, par exemple, 

(1.2. ../lV« ,n'«»-^\ 



u„ = 



on a 



par suite. 



1.2... mn ^'— * * 
n « 



-_. mn -h - 



1 1 

1 .2. . .m/i = (2Tc)*(/nn) s e-*»'* ■*-'!' ^'««^ 

1 m-l 



( • ) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique» ^t. II, p. SgG-Sg;. 
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quand n croît indëfiDÎment, m restant fixe, w(n) et T3{mn) 
tendent vers zéro, et Un a pour limite 

1 m — \ 

U = mS(2ir) « . 

C'est ainsi que Cauchj (') a déduit la formule de Gauss de la 
formule de Stirling. 

Formule de Gudermaxm. — De Tégalité 

on déduit successivement 

m(x -4- i) — ?îi(:r-4- -x) = /.r-4- - j log/ in ) ~~ '' 



T!j(x -h n) — m{x -+■ n -h i) = (jr-\ )'^^*^( ' "' ) "~ '' 



et par suite, pour /i = oo, 



c'est \a formule de Gudermann(^). 

Séries de Binet. — Le terme de rang n de la série ^(x) peut se 
mettre sous la forme 

w„-i = — (a:-h/i)log( I \-^] -+- i log( I î — )~i; 



(') Exercices de Mathématiques {Œuvres complètes, 2« série, t. Ml, 
p. iai-133). 

(') Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. XXIX, i845, 
p. 310. Gudermann, dans son Mémoire, semble craindre qu'il n*y ait contradic- 
tion entre sa formule et la formule de Stirling. Cette appréhension est rien 
moins que justifiée. 
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mais, pour toute valeur entière de /i, 

./ '\_' '' '' *' 

en supposante? positif; le /i'^™* terme de ^(x) est alors dévelop- 
pable suivant la série positive 

__ J I 7^ I 3 I 

"""'" 3.4 (2r-h/i)« "^ 4. G (ar-f- Ai)* "^ 375 (ar -h /*)* ■^•••' 

par suite, d'après le théorème des séries de séries, 

11=0» /I — 00 /i = ao 

a: >o. 

Cette formule remarquable a été établie pour la première fois par 
Binet (*). 

Maintenant, le terme de rang /i + i de m{x) peut être mis sous 
la forme 

u„ = (37 -f- n)log( IH ) -H - log( IH ) — i; 

^ \ X -h nj . 9. ^ \ x-h n/ ' 

or, à partir de /i = o, on a 

, / I \ I II II II 

** \ x-\-n) 37-4-/1 2 {X -h n)' 3 («c -h n)' 4 (a? -h /i)* '"' 

en supposant x supérieur ou égal à Tunité; par conséquent 



" 3.4(a:-hfi)« 4.6 (ar-f-/i)» 5.8(a:-+-n)» 
d^ailleurs, la série positive de terme général 



3.4(jr-hn)* 4.6 (a: -h /i)' 5.8 (ar -h n)* 



(*) Journal de l'École royale polytechnique, -2-]* cahier, t. \VI, iSSq, p. 226. 
La démonstration que nous donnons ici nous parait plus simple que toutes celles 
qui ont été proposées. Voir, par exemple, celle exposée par Bourguet dans sa 
Thèse, Annales scientifiques de l'École normale supérieure, 2» série, t. X, 1881, 
p. 178-185. 
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est convergente, comme on vient de le voir; donc 



n = 00 

3 



^^^^ 3.4 2d (a7-H-/i)« i.6 2d (X 4-/1)3 "^5.8 2à (a: -+-«)* 



formule due également à Bioet (*). Ce dernier développement 
diffère du précédent par ralternance des signes; en outre, dans 
les sommes, la valeur initiale de n est zéro au lieu d'être Tunité. 
L'étude des séries de Binet, leur transformation en séries se 
prêtant mieux au calcul numérique, et enfin la détermination du 
reste, ont donné lieu à de nombreux travaux. 

Série de Stirling. — Si Ton met la fonction de Binet sous la 
forme 

ms= 1 

en faisant le changement de variable 



t = 



on obtient 



m=9o 



''("> = 2[.^'»«T^-'] = 



m = 1 



or, le terme général de cette série est la somme du développement 
(p. i4o) 



3 5 2/>4-l 



par suite 






I 



{IX -^ 2m — i)*P 

m = l p=i 



Ce développement de Ta{x) en série de série est dû à 



( I ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, 
t. IX, i839, p. i58. On a souvent attribué à Féaux la seconde des formules de 
Binet. 
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Gilbert (*); pour en déduire la série de Stirling, i' y a lieu d'uti- 
liser une formule relative aux nombres de Bernoulli que Ton 
peut établir de la manière suivante : 

Lorsque, dans la relation de récurrence qui définit les nombres 
de Bernoulli (p. 1 17) 

^i^2'«n,.- <^""-'>;^;;^"— > .v.-«B,._.+... 

Ain -ht) 'in ._ 

-+-(- l)"-^- — •2*B,-f-(— l)«2/l = 0, 

on remplace n par /i -j- i ; elle devient, après avoir multiplié par 

(-ly+S 

(:,/t-f-3)(7./l-f-90(A/l-^l) 

^ I.-2.3 

2 n -h i . 
— (- I)« j 22«-^-»B„-Hl = O. 

Ainsi, pour p =^ n -{- i , l'équation 

•KIJ '- 2* Bi -h . . . 

' I .2 

-'-'• '"":.::£;;^"" ""■''-— 

est vérifiée; si l'on désigne alors par «o> «n • ••> ^'Aj -î ''«1 '^//+i 
les valeurs absolues des termes de son premier membre, on 
trouve 

'U_ -^ Sîx^ ^ 

ut,^i " (ip—'ik -h \){ip — 'jiA') SiA-Hs' 

mais, rentier A' étant au plus égal à /?, à partir de p = n -}- a, la 
condition 



( 2/> — 2/1 -f- I)( 2/? — 2/ ) 



(' ) Afemoires de r.icacléniie royale des Sciences, des Lettres et des fieaux- 
Arts de Belf;i(jue, t. \LI, iS7:)-iS-fi. 

G. ,:, 
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est remplie; d'autre part, les inégalités évidentes 

entraînent la suivante 

"^ Il * 



on en conclut 

inégalité qui est vérifiée même pour A' = o, comme on le constate 
sans peine; de là résultent les doubles mégalités 

0< Mo— "1-4- «2— M3H-...-h i/jA < MjA-hl, 
— WlA< Mo— Wl-t-«l— «3 -»-•..— M8A._i<0, 

et l'on peut poser 

Mo— M,-4-Mj — ...-r(— l)"«.i = <—!)" À "/i+l. O <À <I. 

En définitive, le nombre positif X^, étant au plus égal à Tunilé, 
ù partir de /? = o et de /? = w -+- i , on a 

I .51 

d'où, en divisant par 'xp{9.p -h i), 

_L ,, H, _ ^l/iizlH^^^iJii ,. n, ^ . . . 



.►/? -h I i.vi i.'>..3.4 



1 . 7- . . . >. /I 



'-"•' /"'-:!;,^;::::r' "-'.^.. 



par conséquent. 



I _ n, , B. , 3.j> 

5 ' 1 . 9. 3.1' I . ■.». 
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I _ '^1 . 2 ^i ^ ( 'in -+~ i) 'A n 

'i /l -h 3 "~ 1 . 2 3.4 i ''1 

+ (_ ,)« !^ ,,„., i■^.n + ^)...■^ ^ 

( a /l -1- I ) ( 2 71 -h 2 ) I . 2 ... 2 /l 

2/i4-5~i.2' 3.4 1.2 

( 2 /l -h I ) ( 2 /l -+- 2 } I . 2 ... 2 71 

-_!_= Jl.î— J?L J?-^->-'>)( 2 /tH-4) 

2 /l-H 7 1.2' 3.4 1.2 

+ (_,). _l"±l^t» r,,n^t i'i n-^5),..6 ^ 

( 2 /n- 1 ) ( 2 /^ -H 2 ) 1 . 2 ... 2 /i 
» 

si l^on se reporte maintenant à la relation 



Ip -h I 

m = 1 /' - 1 



on voit que 



B, Ht B„ 

7n ( J" ) = a , — L _ ^, , --1 -4- . . . - ( — I ) " « ., -^ ^? 

1.2 3.4 ( 2 w — i)in 



( 2 /2 -+- I ) ( 2 71 -^ 2 ) 

«< 0<i. 
en posant 

m — » p = 00 

«,^.,,. y y(-2/>— )(. A»- '^K •(»/'- •^•^• + -^),. 

^ ^ l.2...(2X— -2) ' 

/M = 1 /) = A- 

dans la première sommation la limite inférieure de/? est A* puisque, 
pour les valeurs i, 2, . . ., A' — i de/?, le produit 

{•Xp — \)(0.p — 2 ) . . . ( 2/? — 2 A" -h 2 ) 

s^annule ; d'ailleurs, à partir de /? = A', le rapport 

{xp — i){'ip -~ 2). . .( 2/j — 2 A- -t- 2) 

I .2...(2A — 2j 

est identiquement égal à 



( 2 A — I ) 2 A . . . ( 2 /> — n 
1 .2. . .{f.p — ;»/i H- 1; 
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par suile 

«*-^ ^ ^ |.9....(ï/> — .iA-r 1) 

/M = 1 p = X 

or, le dcveloppemenl 



1 1 . -2 . 3 

a pour somme 



-- [{ I — /)-2A-^-l — (I -h 0-5^-»-' ]. 

c'est-à-dire 

.^-SA /-îAm-1 [( .r H- /?? — I )-SA-Hl _ (a, _4_ ,„ )-ï/M-I ] ; 

il s'ensuit que 

wi - l 

d'où 

I 

donc 

H, I H, I 

Tn ( .r ) =î — 77-7 •» -*-•■•- 



x-^~ 


' 


_. (_ 


.)•■ ^" 


'' (xn — x^in j»"-' 


. / 


"»»+i ' 



•(-I)-' 



(•2 /l -H I ) ( •>. /I -h A j X*"-^-» 
0<0<I, 

OU bien 

logr(r)=loj?v/7ï--^x--jIog:r-.r+ .^ ^ _ _ .^ _ ii"^-" 



( -2 /i — I ) Si /i ./:-'*-» ( •>. /l -h 1) ( 2 /l -+- !2 ) «r*«^ » 

La série 

JIl 1 _ A* JL Ba I 

1 . 2 jr 3 . i x'^ 5 . () iT-^ 

est dite série de Stirliug ( ' ). C'esl Cauchj quî, dans un Mémoire 



(') Methoclits ilifferentialis : si'k'c Trnclalus de summatione et interpota- 
t l'une sérient fn irjinitaruin, p. i.».')-i:î(j. 
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1res remarquable (*), a donné l'expression du reste 



H« =(-!)« 



( -2 « -+- I ) ( V. /l -h -Jl ) .1'^"^^ 



La mélhode que nous avons adoptée pour y parvenir est toute 
différente de celle de Cauchjetdes procédés généralement suivis; 
elle offre cet avantage d'être très élémentaire. Nous en avons 
trouvé le principe dans un Travail du mathématicien suédois 
Berger (-). 

L'étude de la série de Stirling a fait l'objet de recherches nom- 
breuses et intéressantes, parmi lesquelles on doit mentionner 
celles de Schaar, Genocchi, Limbourg, Bourguet. Cette série est, 
en effet, l'une des plus importantes et des plus curieuses de l'Ana- 
lyse. Il est facile de constater qu'elle est divergente, car, si l'on 

pose 

B„ I 



on a 



{'>.n — \)'?.ti x^"-^ 

Un ~" .\rJx^ Stu 

égalité dont le second membre croît indéfiniment avec /i, de sorte 
qu'à partir d'un certain rang les valeurs absolues des termes aug- 
mentent sans cesse. Mais, et c'est là ce qui constitue l'originalité 
de la série de Stirling, bien qu'elle soit divergente, elle est néan- 
moins extrêmement utile pour le calcul approximatif, et ce fait 
provient de la décroissance rapide des premiers termes lorsque x 
est suffisamment grand. En prenant les valeurs absolues, Terreur 
commise est toujours moindre que le premier des termes né- 
gligés; elle sera la plus petite possible si l'on s'arrête au terme qui 
précède le terme minimum, et voici, diaprés Legendre (*), com- 
ment on détermine à peu près l'Indice du terme qu'il convient de 
ne pas dépasser : 



( •) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, l. II, p. 3Sr»-398. 

(-) Ofversigt af Kongl. Vetcnskaps-AIx'ademiens Forhandiingar, i. WWII, 
iSHo, n" 10, p. ^i-\\ et p. 5i-53. La dcinonstnilion de Berger est relative senle- 
incnt au cas où x est un en lier. 

(•^) Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et sur 
les quadratures, t. I. p. Jf}?. 
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De rinégalil€ 

N„^i (9.n — 1)9. n 
• u„ 4-2^^ 

on déduit 

Un VÎJ-/ 

par siiile, iif, décroît tant que n ne devient pas supérieur à 3x; 
le plus grand entier contenu dans 3x est donc sensiblement l'in- 
dice du terme auquel on doit borner le développement. 

Soit £,| la valeur absolue de Terreur commise; elle a pour 
expression 





( '2 n -r- 1 ) ( 2 /l -+- 


•JL) j:*"-^»' 


et, comme 








B„_n (9.n -h \){9.n 




il en résulte 

• 


..^ >^^ 





l 

1 1 



si, dans cette inégalité, on remplace R,, par sa limite supérieure 

(p. '20.l) 

on obtient 

Sv<,-T ^^ ( ) e^^", 

d'où, en faisant /? r=z 3^-, 

"'<m '^'- 

et, à plus forte raison, .r étant au moins égal à i , 

n 

n'est-à-dire 

^3.r<o,'}93»oç)...(J.j (J) '. 

Le signe de Terreur est le même que celui du premier terme 
négligé. 



3\^ i -' 



VI. FONCTION GAMMA. 23 I 

La série de Stirling, à cause de sa propriété si singulière de 
donner une grande approximation malgré sa divergence, fut 
longtemps considérée comme une inexplicable anomalie par les 
analystes qui estimaient l'emploi des séries convergentes seul 
légitime. Cette manière de voir n'était pas justifiée, car la théorie 
des séries divergentes peut être établie avec toute la rigueur 
désirable, ainsi que l'ont montré des travaux récents (*). En 
particulier, la série de Stirling rentre dans la classe des déve- 
loppements auxquels Poincaré (^) a donné le nom de séries 
asympto tiques y séries auxquelles il est possible, dans certaines 
conditions, d'appliquer les règles ordinaires du Calcul algé- 
brique. 

Fonctions de Prym. 

On peut se proposer de déterminer la forme générale des fonc- 
tions F(j:) satisfaisant à la relation fonctionnelle 

F(.r4- I)-— vrF(a7) = A, 

où A désigne une constante, et telles que la limite, pour /i = oc, 
de l'expression 

I F ( 3T -f- /l ) 



/i-^ \ .•}... .{n — \) 



soit égale à une autre constante B. 

La relation fonctionnelle, supposée satisfaite, donne successi- 
vement 

V{x) = - F(a:H-i) —A -, 

F(x+ 0= — !— . F(j7-+-70 —A * 



X -h i 

F(j7-f-'2) = — — F(.r-f- 3) —A — ! — , 

X -\-'JL X -inl 



F ( x -f- /i — I ) = F ( x -h /i ) — A 

X->r n — I 



( ' ) Voir : Emile Bohel, Leçons sur les séries divergentes. 
{-) Acta mathemadca, t. V^IÏI, 1886, p. :k)5-3o3. 
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si Ton ajoute ces égalités multipliées respectivement par les rap- 
ports 



I X x{x-k-\) a7(.r -h !)...( x-i- n — 'X) 

on trouve que F(x) est égal à 

F(^ + '^) yf' , ' , + L___l; 

— I) yx x{x ->r \) x{x-\-\)..Àx->t-n — \)y 



^(^•-hi )...(.r-}-/i- 
or 



F(x-f-/i) 



x[x-\~\)...{x- 



,,, ,r I F(^-4-n) i r(.r-f-/i) ] 

r-n—\) ^ yn"^ i.2...(/i — I) 71^ i.vî...(/i — i)J 



et, la limite de cette expression étant Br(x), si Ton représente 
par S(j:) la somme de la série convergente 



X xK^x-^i) x{x ^\){^x '\' -i.) 
on a 

F(j') = Br(^)--AS('3:); 

telle est la forme générale des fonctions F(x)*, la fonction gamma 
est la plus simple; elle correspond au cas où A est nul et B égal à 
l'unité. 

Si maintenant, dans la relation fonctionnelle 

F( .r -h i) = A -+- J" F ( j"), 

on remplace x successivement par x — i , j: — 2, . . . , x — m^ on 

en déduit 

F(j') = A -+-(>— i)F(.r— 1), 

F(j7— 1) = A -+- {x~'x)Y{x-"?A, 
F(ar — 2) = A-hiJ- — 3)F(j-— 3), 



F ( j? — /;« -T- 1 ) = A -h ( ir — m)V{x — m ); 
en multipliant ces égalités respectivement par 

I. J- — I, (:r — l)(jr~-2), ..., {X — \){X — '}.) . .(x ~ /?! -h 1), 

on obtient 

F(^') = A[i -i-{a-— I )-!-(. r— Di.r — 2)-f-...H-(^— i)f j: — •2)...(-F— m-+- n] 
-T- (.r — I )( X — ■;!<...( ^' --//?) F ( j:- — /;i ), 
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d'où, pour X = m 4- 1 , l'enlier m étant positif, 

F(m -+-!) = A[i .j». . .m -\- -2.3. . .m-h. . . 

-+- (m — i)m-+- /n-h i]-+- 1.2.. ./ii(B — Ae). 

La série S{x) est le produit de deux séries qu'il est facile de 
déterminer. Soit, en effet, 

1- . . . -t- - ■ - , 



si Ton chasse les dénominateurs, puis que dans Tégalité obtenue 
on fasse x égal successivement à o, — i , — '2, . . . , — /î, on trouve 

I II II 

a© = » «1 = ;; T» rtî = 



I . a . . . n I 1 . 2 . . . ( n — I ) 1 . 2 1 . '2 . . . ( /i — - -2 ) 

par suite 



x{x -^\),, ,{x -\- n) \.i,.,n X i.'2...(/i — i) i x -^ \ 

I I i 

1 . 2 . . . ( /i — 2 ) 1 . 2 X -t- 2 
I 1 



^(-I)" 



1 . 2 . . . rt X -^ n 



celte expression est précisément le terme général du produit des 
deux séries 



I I I 

e = IH h • 



1.2 1 . 2 . . . /i 

et 

r I I il , Il 

1 ...-^(— 1)« h...; 

X I a: -h I 1 . 2 X -h 2 1 . 2 . . . /i x -T- /t 

on désigne par P(j;) la somme de cette dernière série, et par Q(x) 
la différence entre P(^) et r(a:), de sorte que 

P(x)=IS(:r), Q(x) = r(r)-I>(:r); 

les fonctions P(j:^) et Q(a:) sont les fonctions de Pryni (*). La 



(*) Journal fur die reine und an^ewandte Mathematik, t. LWMI, 1877, 
p. 16J-172. L'expression de Q(J7) sous forme explicite est compliquée. Hcrmitc 
( Journal fîir die reine und angewandte Mailiematiky t. XC, 18S1, p. 33a-336) 
est parvenu à un développement où figurent plusieurs séries. Meilin {Acta 
matheniatica. t. JI, i8S3, p. 23i-332)a fait connaUre un autre développement, 
un peu plus simple, op n'entre qu\inc seule série. 
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fonction T{x) se présente alors comme la somme des fonc- 
tions P( r) et Q(:r), et Texpression générale des fonctions F(jr) 

devient 

F{x) = ( B — Xe)P(T) -h BQ(a-). 

La fonction F(:r) se réduit à l'une ou a l'autre des fonctions de 
Prym, suivant que Ton choisit pour les constantes arbitraires A. 
et B les nombres 

A, = -l, B, = o, 
ou 

e 

il en résulte que les fonctions V(a.') et Q(x) vérifient les relations 
fonctionnelles 

V{x-hi) = xP(ûr) , Q(a?-f- 1) = xQ(.r)-4- -> 

e • e 

et sont telles que les rapports 

I V(x-hn) I Qlx-^n) 



n-' i .1. . .{n — I ) n^ i.'i. . .{ n — i ) 

tendent, pour n = 3C, le premier vers zéro, le second vers l'unité. 
Enfin on a 

eP{a:) = — i — (x — i) — {x — i)(x — •?.) — . . .— {x — i) . ,.(x — m -^ i) 

-{-(x — i)(x — 'A), ..(x — ni)eV{x — m), 
eQ(r) = i -{- (x — t) -h (x — i)(x — i) -i- . , .-h (x — i). . .(x — m-f-i) 

-h (x — i){x — -jl). . ,{x— m)eQ{x — m), 

d'où, pour X = m -f- I , l'entier m étant positif, 

eV(ni -\- i) = — i .9.. . . m — a . 3 ... //i — ... — m — i -h i . 2 nie, 

<? Q ( A?i -h I ) = I .■>.... /rt -4- A . 3 ... /?i -i- ... H- m -h I . 

Application. — On vient de voir que, pour toute valeur de jt 
non égale à zéro ou à un entier négatif, on a 

eV{x) = - H H h. . . : 

X X{X H- l) X{X -h \)(x-^-JL) 

or. 

r(.r -h n) = x(x -h r). . .(x — /i — r)r(j"), 
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par suile 

V(x) 



^1^7— = 



r{T) r(xH-i) T(x-h'?.) r(ar-+-3) 

Si l'on représente par T(x) la somme de cette série, en adoptant 
la notation de Weierstrass, on obtient 

T(x) = Fc(a:-Hi)-+- Fc(a?-f- 2) -+- Fc(jr -4- 3)-h. . . , 

d'où 

T{x) — T(x'^\) = Fc{x-hi); 

d'autre part, T(x-\-n) tend évidemment vers zéro pour /i = oc; 
ce résultat, joint à la relation fonctionnelle précédente, suffît à 
caractériser la fonction ï(^), car des relations 

r(x) — T(x-hi) = Fc(^-f-i), 
T(x-^i) — T(x-\-'z) = ¥c(x-i-'x)y 



T(x-f- /i — 1) — T(a^-+-n) =: Fc(ir-+- «), 
on déduit 

T{x) — T(x-hn)= Fc( j" -h i ) -h Fc{x -h -2.) -+-. . . -1- Fc(a: -4- n). 
d'où, pour n =x, 

T(x)=\Fc(x-hn), 



Fonctions ^{x) et W(.r). 
Nous poserons 

en supposant x autre que zéro ou qu'un entier négatif. 

Les fonctions ^(x) et V(x), que Ton a désignées par les nota- 
tions les plus diverses, jouent un rôle important dans la théorie 
de la fonction gamma. C'est ainsi que Hulder(*) est parvenu à 
établir que r(a:) n'était solution d'aucune équation difTérentielle 



(*) Matkematische Annalen, t. WVIII, 1887, p. i-i3. — La funclioQ gamma 
est, parmi les fonclions transcendantes éicmcnlaircs. la seule qui présente lu 
parliculnrilé dont il est question. 



236 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

algébrique^ en prouvant au préalable que <I>(:r) avait ce caractt^re. 
La fonction ^*(x) ne présente pas moins d'intérêt, car, en partant 
de son développement en série de fractions simples, on peut 
retrouver, comme l'a montré Hermite('), toutes les propriétés 
de r(^). Inversement, il est facile de déduire toutes les propriétés 
de 4>(x) et de ^'{jr) de celles de T(x); si Ton prend, en effet, les 
dérivées logarithmiques des relations 

T(x-^i) =^r(.r), 
r(^ -h m) = x(x -h i). . .( J- -h ni — i)r(j:), 

r{T)r{i — x)= -^ — , 



on obtient 



<l»(j"-f-i) — *(a'; = -, 



*(.r -4- m) — A^^x) = 1- 



X X -h i X -k- m — I 

<ï>(.r) — 'l>(i — X) — — -colTT-r, 



et, en dérivant encore une fois, 



\\'{x-hi) — ^'(x)=— -^, 



X^ ( a- -+- I )* * ' (X -H //l — I )* 

M'(X)-+- ^'(x-r- — ) -!-...-+- ^r"(.r-:- ^^^ "" ' j = /M* ^' ( //l J"). 

Enfm, à toutes ces formules on peut joindre les deux suivantes 

. _ IJ'L iq^-f'Hx -h m)— n*'^"\x)]= V t 



X -^ p — 1 )" ^ 1 



( ') Facilite des Sciences de Paris. — Cours de M. Hermitc rédige en i^^i 
par M. Andoycr, \* cd., p. \\'i-\\i). 
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que Ton trouve en dérivant n fois les deux premières relations 
relatives à ^(j*). 

Nous avons vu (p. ao4) que Ton a formé de nombreuses fonc- 
lions semblables à r(j?); on a été amené, par là même, à con- 
struire des fonctions analogues à <!>( j-) ou à ^''(^). Telle est, entre 
autres, la fonction 

étudiée par Blaserna (') à propos de recherches optiques, et dont 
les propriétés rappellent celles de ^(r). 

Développement de 4>(i -h x) et de ^\\-r- x) en séries entières. — 
Les fonctions <ï>(i -f- :c) et ^*(i -h x) sont développables en séries 
entières de rayon de convergence égal à l'unité; en effet, par deux 
dérivations successives du développement 

logFd-f- j-) =_pf; ^Sa^ — S, y -f-..., — ,<3rSi, 

on obtient 

4>(n-x) — — p— Stx — SjT'-t-..., — i<x<i, 
M*(i-+-j')== Si — 9.S3j'-+-3Sv.rS — ..., — i<x<i. 

(jauss (-), dans son Mémoire sur la série hypergéométrique, 
a donné, diaprés les calculs de Nicolai, en même temps que les 
valeurs de logr(jr), celles de <I>{:r) de i jusqu'à a, de centième 
en centième, et avec dix-huit décimales. 

Déyeloppement de 4>(a:+ 1) et de ^r(jr+ 1) en séries de fractions 
simples. — Si, dans la série entiiVe 

«î>(| :- 0-) = — p -+- SjJ- — S.jX--i-. . ., 

on développe les sommes 8^,83,..., puis que Ton groupe les 
termes dont les dénominateurs sont les puissances successives 



(') Afentorie detla renie Arcndeniin dei Uncei, V srrio, l. l, i.S|)'i, p. 'mç)- '>')■;. 
{• ) Cari Friedrich fJauss IVerAey t. lll, p. i<)i-iGï. 



238 THÉORIE ÉLÊUENTAIRK DKS SÉRIES. 

d^un même entier, on obtient ainsi les progressions suivantes 



X 


= 


X 
X 




x^ 


-4- 
-f- 


•1* 




i(a:-hi) 

X 


• * * ) 


nx^-i) 


• ■ • î 


X 


=r 


X 




x^ 
n3 


-+- 


x^ 




n(x-^ n) 


• • • ï 



ces séries sont absolument convergentes dans rintervalle(— i ,-f-i)î 
d'ailleurs, pour une valeur positive de x intérieure à cet intervalle, 
la série de terme général 



n{n — x) /i* Al' n^ 

est convergente; par suite, d'après le théorème des séries de 
séries, 

XXX 



«^(r -h I) = — p -h 



l(3"-r-l) -Àix^i) 3(jr-+-'i) 
ou bien 

»<_„„,.(,_-I-).(.l--^).(i__L_...... 

Ce développement était connu d'Euier ('). Il offre la particularité 
remarquable que la série des fractions simples qui j figurent 
devient absolument convergente par l'addition d'une constante à 
chacune de ces fractions. Ce fait, d'après Weierstrass, a été la pre- 
mière indication qui ait mis sur la voie du théorème de Mittag- 
Lenier(2^. 

Le développement de 4>\^j--t- i) en série de fraclioDs simples 
subsiste, pour toute valeur de x non égale à un entier négatif; en 
iffel, 

«t> 1 0^ — > ) — <!>« .r — 1 1 = ■ * 



\M insfituti'»itrs dtlculi tlîjTt'rrntùilis. partie .î. $ SSi» 

V ■> l\»ir une lellrt" a«lrt*><oe p^r llenuite à MilU^-Lcfflcr cl repiMnlatte dans If 
Jyuru tf t\tr i,f /vint- Wiii anxr^xvtimifir Mathfmittil. t. \CH, iS>î. p. i|3-i"'3. 
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mais 

!_ = /_! L_^ ^( ! L_'\ + /_i !— W 

-^■-Hi Vx-hi X -h'i/ \J7-h2 X4-3/ \a7-i-3 a:-f-4/ ■'' 
par su Ile 

4>(x-f-2)=: — ?-h ( I î ) H- ( ^ ) -h ( ^ ^-) -+-.... 

•' \ X-\- 9./ \-i X-\-^l \3 X -^ i\j 

Ainsi, le développement de <ï>(jr-f-i) reste valable quand on y 
remplace x par x -^\\ il a donc lieu pour toute valeur positive 
de X, et Ton verrait pareillement qu'il en est de même pour toute 
valeur négative de x non entière. 

Si maintenant, dans la série 

ir(i -h ^) = Ss — o. Ssa- -H 3 S4:r« — . . . , 

on développe les sommes So, S3, S4, ..., en rassemblant les termes 
dont les dénominateurs sont les puissances successives d'un même 
entier, on forme les séries 

» _ I X x'^ 

7)i - -,1 — ^7i -^^TT"*--- 



(^-Hl) 



(j:-4-'2)« 



X ., J~' 

■2-T -+- i-r — . 



(jT-f-AZ)* /l 



__ I X ar* 



et Ton constate sans peine qu'à l'intérieur de l'intervalle ( — i , H- 1) 



^^(^-^•) = 7T^-^7:r^.7V.^ ' 



(j'-f-i)s {x-\-'xY (^-h3)î ^"^ 

développement dû à Gauss (*); il a lieu pour toute valeur de x 
non égale à un entier négatif, car 

^■(.H-..)-M-(.r^,)=-^-^. 
d'où 

^r{.r -+-?.)== î r -h * ' 



(.r-+-2;» (X -4-3)2 (j;^_4)î 



( •) C«/7 Friedrich Gauss Werke. t. lïl, p. i33. 
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on en conclut que le développement de ^r(^) reste valable pour 
toute valeur positive de :r ; on établirait de la même manière qu'il 
subsiste pour toute valeur négative de x non entière. 

Limite de rexpression log/i— ( — i ^...-j ) 

pour /i ~ 00. — La série 

4>(jr)= — p-i-j-î- — i)-4-(- î — ) -h ( i ! — ) -4-... 

peut se mettre sous la forme 

(--T---+-^-|-...H ?) — (--» h.. .H ) -+- R„. 

\ I '?. 3 n ' / \x X h i X -h n — i / 

en désignant par R„ le reste; or, si Ton pose 
II I , 

la série précédente devient 

*(x) = ?„- ? + logn - (i -^ ^ -4-. . .+ j:-!— ^) ^ K,; 

on en conclut que <I>(.r) est la limite, pour n = 3C, de l'expression 

lojç/i — ( - -J ' ^...-i ), 

\ ;r X -^ i X -f n — I / 

résultat qui pourrait servir à définir <^{^.r) ('). En particulier, 
pour .r = I , on a 

Déyeloppement de la différence <!»( j: -h n) — <ï>(.r). — De la for- 
mule 

^ * \ I .r / \'}. .r -+- I / \ J .r -f- -ji / 

on déduit que la différence 

*h(.r) — «l»(.r — a ) 



(') Voir un MériKiiro publié par Kdiiard Wcvi' tlans Casopis pro pèsioi'âfu 
mathematikr a fysikr, l. X\I, i^i)>, p. i.)i-if>G. 
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est égale à 

\x — a xj \x — a -H i ar-hi/ \a: — a-i-a x-^ij 

développement qui est susceptible d'être transformé de deux 
façons différentes. 

Si Ton suppose d'abora l'inégalité 

\a\<\x-\'-n\ 

vérifiée à partir de /i == o, les termes peuvent être considérés 

comme les sommes de séries entières absolument convergentes 

telles que 

a a* a» 



Or, soient r la valeur absolue de x^ s celle de a, et m l'entier 
immédiatement supérieur à r + 5; à partir de /i = m, on a 






2st 



p = l /» = ! 

OU, en désignant par U» le premier membre, 

I I 



U„g 



/i — r — s n — r 



il résulte de là que la série de terme général U» est convergente, 
puisque, à partir de /i = m, ses termes sont inférieurs ou égaux 
à ceux de la série positive convergente 

*(m — r)— *(/« — r — 5)= > ( ): 

^ ^ ^ ^ ^\//î — r — 5-r/i m — r-^ n/ 

/i=0 

on peut donc, d'après le théorème des séries de séries, sommer 
par colonnes les développements 

a cl' a* 

X^ x^ x^ 

a a* a' 

Ml 



M/,= : — 



(a?-hi)* (37-4-1)' (a;-4-i)* 
a a> a» 



(ar^-/*)* (.r-+-/i)3 " (ar-h/i)^ ' ' 

•..,. ) 

16 
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par suite 

11 = 11=0 n=0 

OU, CQ remplaçant a par — a, 

*(ar-+-a)— *(a:) = a Vr î— - — a^V r ^— rr H-a'^l, — "-TL — - • - • 

' ^ ' -^(a:-+-/i)* ^(x-i-n)» -^(a:H-/i)* 

n=0 11=0 n=0 

Cette série, considérée par Gauss (*), est valable si Ton suppose la 
valeur absolue de a inférieure à la plus petite des valeurs abso- 
lues des nombres x^ x-!-i, x+a, ..., x-^n^ .... 

Si, maintenant, on suppose positive la différence x — a, les 
termes de la série 

(_' — i)^-f_' 'A-^(- • -)-••• 

\x — a xj \x—a^\ x-T-i/ \x — a-\-i x-\-'xJ 

sont développables en séries absolument convergentes (p. 209-2 lo) 
telles que 

n a(a -^ \) 



(a?-î-/i)(a?-h/n-i) (^x-T- n){x-h n-i-i){x -^ n-^i3L) ' ' 

d'ailleurs, soient encore r la valeur absolue de x, $ celle de a, et 
m l'entier immédiatement supérieur à r-f-5; à partir de n = /?i, 
r inégalité 

p— •, P = «0 

^1 (x-^ n)(x-h n-r-i),,.ix-hn'^p)\ jLà (// — r)(/i — r -h i)..!(/i - r — />" 

/» = ! p=z\ 

est satisfaite, d'où, en représentant par V« la première somme, 

n — r — s n - r 
on en conclut, comme précédemment, que Ton peut sommer par 



(') Cari Friedrich Gauss Werke, l. III, p. ij3. 
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colonnes ]es séries 

a a(a-\-\) 

l'o = —7 : -t- 



a a(aH-i) 



{x-*'i){x -\-'i) (x-^\){x-\-^){x -^Z) ■••' 
a a{a-{-\) 



" (a? -t- /i)(:r -+- 71 -hi) {X -h n)(x-i- n-^ï)(x-\-n-h9.) 
mais la série 



x{x H-i;...(a7-+-/?) (x -^ i) {x -h 2 ) . . .{X ~h- p -^ 1) 
a pour somme 



/? X{X -i- l), . .{x -^ p — I) 

par conséquent 

- . , _, ^ a I a(a-+-i) 1 a(a -4- i)(a -4- 2) 

X 2ar(a:-+-i) .> x(x -\- i){x -î- 'i) 

ou bien, en changeant le signe de a, 

X Ix(X-hl) 6 X{X y- l)(X -^ 2) ' 

la somme x-^-a étant positive. 

En particulier, si a est égal à un entier m, cette formule de- 
vient 

<b/ \^d>f \i- '^ ' fn{m — î) I m(m- i)(m — 2) 

^f^x-r-m) <P(a7) - - - - ^(^_^,j -^ 3 V(V-f-"i)(2:H-2) ~ • • • ' 

"d'où l'identité 

f r 1 



X 07-1-1 a? -r /?i — I 

_ /?i I m(m — 1) I fn{m — i)(m — •>.) 

" X 1 x{x->rV) 3 37(0? -H 0(07 -h 2) *"' 

qui, pour x = i , se réduit à la suivante : 

11 \ m \ m{m — i) i /w(m — 1) (/n — 2) 

12 mil. 1.2 i 1.2.3 

relation due à Jean BernouUi. 
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Si l'on égale les deux développements dans lesquels on a suc- 
cessivement transformé la série 



«t(ar) — 4>(ar — a), 



on trouve 



11 = /i = «=0 

a I a(a-}-i) i a(a — i)(a-s- 2) 

= 1 — ^ -J — ^ ^ -h . . . , 

X 237(37-1-1) ' 3 x(x -h i) {x -i- 2) 

identité très remarquable que Binet(*) a utilisée dans son Mé- 
moire sur les intégrales eulériennes; pour qu'elle soit valable, il 
faut que x soit positif et supérieur à la valeur absolue de a. 

L'identité précédente donne, lorsqu'on identifie les coefficients 
de a dans les deux membres, 

I t t I t o 

W(x)r= 1 



X ix(x-\-i) 3 a?(a7 -t- i)(a7-+- 2) * '' 

en admettant que œ soit positif. Cette série a été étudiée par 
Bauer (2). 

Détermination de ^(x) pour une valeur rationnelle de x. — La 
fonction ^{x) est susceptible d'ôtre mise sous forme finie toutes 
les fois que x est un nombre rationnel. On l'établit de la manière 
suivante, au moyen d'une méthode extrêmement ingénieuse qui a 
été indiquée par Gauss ('). 

Si l'on suppose d'abord le nombre rationnel x extérieur à l'in- 
tervalle (0,1), en désignant par m l'entier positif immédiatement 
inférieur à ^ ou supérieur à — x suivant que x est positif ou 



(') Journal de l'École royale polytechnique^ 27» cahier, t, XVI, 1839, p. aîi 
et p. 255. 

(') Journal fur die reine und angewandte Mathematik , t. LVII, 1860, 
p. 356-272. 

(3) Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. i55-i57. Un autre procédé, plus 
rapide, a élé donné par Jensen {JVyt Tidsskrift for Mathematik, t. Il B, 1891, 
p. 52-54). 
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négatif, les deux formules 

^(x) = 4»(ir — m)— ( 1 h. . .-4- ■ ~ )• 

\a?— I X — 1 X — inj 

*(ar) = <ï><ar-+- m) — l 1 h. ..H ) 

• \x a?-+-i X -k- m — \ / 

moDtrent que le calcul de ^(^), pour une valeur rationnelle quel- 
conque de x^ peut toujours être ramené au calcul de ^{x) pour 
une valeur rationnelle de x comprise entre o et i . 
Soit donc 



l'entier/? étant moindre que l'entier g. On a vu que ^{x) peut se 
mettre sous la forme 

*(x) = p„— p -f-logn — ( — I h.. .H ) -h R;,, 

^^ ^ ^ ^ \x x-\-\ a:-h/i — 1/ * 



mais 



2 3 

log/i = log — h log — h ... -h log - 



par suite 



*(^)=_i^.,og^_-i_^-logi-^-^log^-..., 

et, en y remplaçant x successivement par les fractions ~» -> • 
^> on tire de cette éealité 

\q) I ^l q-^-i ^1 iq-hi ^3 

* ( - ) = — â H- log- 2 ^log 1. hlog - - ..., 

\q/ 1 ^\ q-^T. °2 2^ -+-'2 °3 ' 

• » 

*(£) = _ ?+log2-J:. ^log?-f -^log-5^... 
\q) q ^ l iq ^2 ^q ''S 

D'autre part, si Ton pose 

27r 
O) = — , 

9 
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en représentant par ^ l'un quelconque des angles 

W, 2W, ..., (7 — I)U>, 

on vérifie sans peine les relations 

COSîp = COS(^ -4- 1)0 — C0S(2^ -t- I )ç =. . . , 
COS2«p -- cos(^ -f- a)«p = cos(2y -f-!l)<p — . . . , 

ï 

I = COS^(p = C0S29f —cosS^çp =•••» 

ainsi que la suivante : 

cos Q -h cos 204-...-+- cos qff = n. 
On a donc 

cosçp* ( - ) — - - cos9-^ coscplotç — cos(ûr -h i) © -4- cos© log 

C0S2«p* f - j — — ^COS2Çp H- C0S2Ç log — - — COS(^ -I- 2)ç -h C0S2Ç log ^ . 

C0S^ç4>( -)= — - COSy© -+- COS^olog ~ COS2ÇO -t-cos^<plog - — . 

d^où, par addition, 

coso<f>( - j -^-cos2:p «ï>( - j -h. . .-+- cosq^^^l - j 
— ' q (cos^-i- - cos2©-r- -cos3ç -h... ), 
c'est-à-dire (p. 178) 

cos 9 * [ - ) -+- cos 2 flp * ( - ) -r- . . . -*- COS yp*(— ) = — log ( 2 — 2 COS P ). 

Si l'on considère à présent la somme 

cosjowcosrw -h cos 2/7(0 cos2rco-f-. . . +- cos ^/7o) cos ^rto, 

où r est l'un quelconque des nombres i, 2, 3, . . . , 9, on constate 
que cette somme est nulle pour toutes les valeurs de r autres que p 

et q — /?, ces dernières valeurs la rendant égale à -; en effet, elle 
a pour expression 

sin<7-^- (jJC05(7 -t- i)^- oi sinûr tu cos(ûr -j- i) ■£- co 

1^2 ^2 1^2 ^^ ^ 2 

2 . p -\- r 2 . p — r 

sin-i- w sin-^ o> 

2 2 
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Alors, si, dans la relation finale qui a élé établie entre les 

nombres ^(~j> ^(-K •••, <p(^] 9 on donne à o successivement 

les valeurs co, aco, ..., {q — i)(i), en multipliant les équations 
formées de cette manière par cos/?a), cos2/?w, ..., cos{q — i)/?w, 
et les ajoutant à la relation 

on trouve 

* (- ) "^ * ( ) ~ ^*(i.) — '^ log^ -^ cosptù log(2 — acosto) 

-^ C0Sa/7(i) Iog(2 — 2 C0S2C0) -h . . . 

-7- cos(^ — i)/>a>log[2 — 2 cos(^ — 0<**]î 

les deux premiers termes étant mis à part, les termes également 
distants des extrêmes sont deux à deux égaux, et, dans le cas 
où q est pair, le terme du milieu est 

cosp - — log (2 — 2 cos - — 1 ; 

il a pour valeur 2 log 2 ou — 2 log 2, suivant que p est pair ou 
impair. 

Enfin, d'après la relation des compléments, 

on en conclut que, pour une valeur impaire de q, on a 

4> ( — ) = <ï>(l ) — - COt— Tt — l0ff<7 -f- C0S2 — Tuloff ( A — 2 COS ) -H . . . 

\q / ^ ' 1 q ^^ ç \ q I 

-hCOS(y — l)~Trl0g(2 — 2C0S^ 11 j> 

el, pour une valeur paire, 

<!>( — )= *(!) ^COt— 7t — logûT -H C0S2 — irlog (2 — 2 COS ) H- . . . 

\q! ^ ' 1 q "^^ q \ q I 

-hCOâ(^ — >- ) — Tîlog (2 — 2 COS — ' T^A -\- i—l)P 10g2. 

Telles sont les formules qui permettent d'exprimer ^(a?) sous 
forme finie pour toute valeur rationnelle de x non égale à un 
entier négatif. 
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Étude de l'équation *(a7) = o. — On a 



4>Ca?) — 4>(a7o) 



2^ (a7-H/i)(; 



X — J7o .^ (a7-H/i)(aro-4- /») 

n=0 

Les termes du second membre sont tous positifs si les nombres 
X et ^0 appartiennent simultanément à l'un quelconque des inter> 
valles 

(o, -+-00), (— l,0), {— 9., — I), ..., 

et, comme 

*(-4- oo) = -+-00, «Ï>C — n — o)=-+-oo, *( — /H-o)= — 00, 

on eu conclut que, dans chacun des intervalles considérés, quand 
la variable x croît de la limite inférieure à la limitç supérieure, la 
fonction <t^{x) augmente constamment de — oo à -f- oo et, par 
suite, s'annule une fois et une seule. Ainsi ^(^x) possède une 
racine positive et une infinité de racines négatives comprises res- 
pectivement entre o et — i , — i et — 2, .... 

La racine positive appartient à l'intervalle (i, a), car 

*(0=— P> *(2)= I — p, 

résultats dont le premier est négatif, et le second positif. Le- 
gendre (*) et Gauss (=*) ont calculé la valeur de cette racine qui, 
limitée à sept décimales, est 

X = i,46i632i. . ., 
alors 

T{x) =o,8856o24...; 

c^est le seul minimum de la fonction T{x) dans Tintervalle 
(o, -l-oo). 

Soit maintenant — /i-j- A la racine négative de <^{x) comprise 
dans l'intervalle ( — /i, — /i -f- 1). Si, dans la relation 

*(a?) — *(i — x) = — ir cotica?, 



( ' ) Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physique* de 
V Institut de France, 1809, p. 490. — Traité des fonctions elliptiques, i. Il, 
p. 435-436. 

(*) Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 147. 
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on fait x^= — n-\- h^ on obtient 

<ï>(/i H- I — A) = TT cotirA; 
mais 

*(/i-hi — A) — *(i--A)— r -+- 



I — h '2 — h ' " n — k 
et, corome la différence 

s'annule pour n = oo, on peut poser 

*(n -4- I — h) — log/i = e, 
le nombre e tendant vers zéro quand n devient infîni; ainsi 

,1 1C 

n = - arc tang- 



ir ^E-hlog^ 

OU bien approximativement, si n est assez grand, 

log/i 

dans celte hypothèse, la racine considérée ayant pour expression 

I 

ar =r — /i-+- , 

log/i 

il en résulte que les racines se rapprochent de plus en plus des 
valeurs qui rendent la fonction infinie à mesure que celles-ci 
s'éloignent de zéro. C'est à Hermite (') que l'on doit ce résultat. 

Application. Courbe figurative de la fonction gamma. — Soit 

Lorsque œ varie de o à 4- oc, la fonction r(x) varie de +00 
à 4-00 sans s'annuler et, pour une valeur de la variable com- 



(*) Journal /tir die reine und angewandte Mathematiky t. XC, 1881, p. 336- 
338. 
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prise entre i et 2, passe par un minimum qui vient d'être dé- 
terminé. 

Lorsque x varie de o à — 00, si l'on considère les intervalles 
successifs ( — i^ o), ( — 2, — i), ( — 3, — 2), . . ., la fonction F (x) 
est alteimativement négative et positive dans chacun de ces inter- 
valles et devient infinie aux extrémités. 



\j 




-«► -3 



-2 



n 



Au moyen des tables, et en se servant de la relation 



Yi—x) ^ r(i — a:) 

X 



pour les valeurs négatives de x^ il est facile de construire la courbe 
par points; on obtient ainsi la figure ci-dessus. 

A mesure que x s'écarte de l'origine dans le sens négatif, les 
points de la courbe correspondant à des maximums et à des mini- 
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mums se rapprochent de plus en plus de l'axe horizontal et de 
l'asymptote verticale la plus éloignée de l'origine (*). 



EXERCICES. 

I" Soit 

f{x) — a©-^ axx -^ aja?'-h. . .-f- anX'*-^-. . . 

une série eDlière à coefficients positifs; Tcxposant p étant positif, si l'ex- 
pression n^-Pa„ a une limite X pour /i = x, le produit 

(i — x)pf(x) 

tend vers la limite Xr(/?) quand la variable x s'approche de Tunité en lui 
restant toujours inférieure. 

Appell. 
Chercher la limite à gauche, pour x = }, du produit 

{i — x)P(iP-^x-^ 'if'-^ x^ -f- 3/'-» a?» -t- . . . ). 

E. Picard. 

'jl" Le nombre p étant positif, faire voir que la somme de la série de 
terme général nPx'*^ est de la forme 



(,_j:)/^-Ki- 
le coefficieht X restant fini pour a? — t. 



E. Cahen. 



3" Si F(jt, p, Y, ar) désigne la somme de la série hypergéométrique, on a 

F(a,p,Y,i)F(-a,p,Y-3t,i) = i, 

F(a,p,Y, i)F(a,-?,Y-P,i)-i. 

Gauss. 

4" Sommer la série 



|?F[^^]'--. 



formée avec les carrés des coefficients de la série binomiale. 

Lagrange. 



(•) C'est Euler qui, le premier, a étudié la courbe y — T{x) {Novi Corn- 
mentarii Academiae Scientiavum imperîalis petropolUanae, t. XIII, 1768, 
p. 3-66). 
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5" L'expression 

1 4 • 6 . . . ( 2 mn — -2) m.3m.5m...(2/i— i)/?i 



1 .3.5. . .(imn — i) 1 m. i m. 6 m,, .{in — 2)/n 
où m est un entier, tend vers ^m quand n croit indéfiniment. 



SCHAAR. 



6" Quelle est la valeur moyenne géométrique de la fonction T{x) dans 
rintervalle (ar, ar-M), la variable frétant positive, ou, autrement dit, 
quelle est la limite, pour n = oo, du radical 



^n.,r(x-.i)...r(.^^JLj. 



Raabe. 



7" La série positive de terme général ^=— — - est-elle convergente? 

8" Déterminer la forme générale des fonctions /(x) vérifiant Téquation 
fonctionnelle 

f(x—\) - (X -4- l)f{x) -^ xf(X — I) = O, 

et telles que la limite de /{x -h /i), pour n = ac, soit nulle. 
9** Calculer la limite du produit infini 



n(-?^> 



lo*" Trouver la somme de la série 



Melux. 



x{^x — n...«x — m — i) ' (JT — m)(ar-i- m — !)...( x-t- am — i> 

GUUSHU. 
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